GROUPES ET DYNAMIQUES.
CHRISTTAN BONATTI

ABSTRACT. Question: quels groupes agissent fidelement sur R ou sur le cercle? Quel est
la dynamique des actions de groupes? quelle est 'influence de la régularité (continuité,
différentiabilité)?

1. HOMEOMORPHISMES CROISSANTS DE [0, 1]

Les systemes dynamiques les plus simples sont certainement ceux engendrés par un
homéomorphisme croissant de R. Le but de ce chapitre est tout d’abord de familiariser les
étudiants a la problématique, a travers cet exemple simple. On y découvrira en particulier
I'importance des domaines fondamentaux pour comprendre les classes de conjugaison
d’homéomorphismes.

Afin d’amener la notion d’action de groupe, on considerera en fin de chapitre les
homéomorphismes qui commutent, et le centralisateur d’'un homéomorphisme.

Quelques reflexions sur les problemes de conjugaison différentiable des difféomorphismes
et des centralisateurs C" des difféomorphismes concluront ce chapitre.

1.1. homéomorphismes. Un homéomorphisme entre deux espaces métriques est une
bijection continue dont l'inverse est continu.

Ici nous allons nous intéresser aux homéomorphismes de la droite, du cercle, de I'intervalle.
Il y a de ce fait une structure supplémentaire, tres liée a topologie, qui vient de I'ordre
sur R (et induit un ”ordre cyclique” sur le cercle).

Je vous laisse en exercice cette propriété importante que vous avez déja certainement
rencontrée dans vos études, quand vous avez vu la topologie de R.

Exercice 1. (1) Une bijection croissante de entre deux intervalles I,J de R est un
homéomorphisme.
(2) Plus généralement, montrez qu’ une bijection croissante entre deuz fermés de R
est un homéomorphisme.
(3) Montrez a l'aide d’un exemple que cette propriété est fausse si X ou'Y n'est pas
fermé.

1.2. Limite des orbites. Soit f: [0, 1] — [0, 1] un homéomorphisme croissant de I'intervalle.
Pour tout x € [0, 1] la suite {f™(x)},ez est une suite monotone. Elle est croissante si
f(z) > z et décroissante si f(z) < z, constante si f(z) = x. On dit alors que = est un
point fize de f.
La suite {f™(2)}nez est lorbite de x pour f. Les suites {f™(x)},>0 et {f"(x)}n<o sont

les orbites positive et negative de x.
1
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Rappelons que toute suite {z, },ey monotone dans [0, 1] converge (vers sa borne su-
prieure si elle est croissante, vers sa borne inférieure si elle est decroissante). On note

afa) = lm ['(x) ot w@) = lim f(z).

On note Fiz(f) 'ensemble des point fixes de f. C’est un compact non vide.
Chaque composante connexe de [0, 1]\ Fiz(f) est un intervalle ouvert dont I’adhérence
I est invariante par f, c’est a dire que I vérifie f(I) = I.

Lemme 1.1. Soit I l’adhérence d’une composante connexe de [0,1]\ Fiz(f). Alors tous
les points de lintérieurs de I ont les mémes a et w-limites, qui sont chacune ['une des
extérmités de I. Plus précisément:

e si f(x) > x pour x € Int(I) alors a(x) =inf I et w(x) =sup/

o si f(x) < pour x € Int(I) alors a(x) =sup ! et w(x)=1inf 1.

On voit bien que les orbites de f sont completement décrites par la donnée:

e de I'ensemble des point fixes de f,
e et du signe de f — id entre les points fixes.

On aimerait étre plus précis. et définir le fait que deux homdémorphismes ont méme
dynamique. Cela se fait a 1’aide de la notion de conjugaison.

1.3. Conjugaison. Soit f: X — X un homéomorphisme d'un espace métrique X et Y
un autre espace métrique.

Soit h: Y — X un homéomorphisme. Alors I'application g définie par g = h™'fh est
un homéomorphisme de Y. On dit que g est le conjugué de f par h. Nous allons voir que
les dynamiques de f et de g sont similaires en beaucoup d’aspects.

Ceci provient de la relation élémentaire suivante:

VneZ, g¢*=h"tf"h

En d’autres termes, tous les itérés de g sont les conjugués des itérés de f, par le méme
homéomorphisme fh/

On en déduit que I'image par h d’une orbite de g est exactement une orbite de f: plus
précisément, soit y un point de Y et x = h(y) € X son image par h. Alors

g"(y) = = (f"(x)).
Comme h est un homéomorphisme, il préserve également toutes les propriétés d’accumulation

des orbites les unes sur les autres. Par exemple, pour tout € X, on note w(x) (ouw(z, f))
I’ensemble des valeurs d’adhérence de 1'orbite positive de x. En formule:

w(z, f)= () {f"(@),n>N}.

NeN

Alors h preserve la notion d’w-limite:
vyeY, wly,g)=h"(wl f))

Autre exemple: un point y € Y est un point fixe de g si et seulement si son image
x = h(y) est un point fixe de f.
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On dit que deux homéomorphismes ont la méme dynamique topologique s’ils sont con-
jugués par un homéomorphisme.

1.4. Conjugaison des homéomorphismes de [0, 1] sans points fixes dans ]0,1[. Le
lemme suivant donne une idée simple mais fondamentale en Systeme Dynamiques :

Lemme 1.2. Soient f: I — I et g: J — J deur homéomorphismes croissants de deux
segments I et J. On suppose que, f(x) > x et g(y) > y pour tous points x € Int(l) et
y € Int(J). En particulier, les seuls points fizes de f et g sont les extremités des segments
I et J, respectivement.

Soit g € int(l) et yo € int(J). Soit hy un homeomorphisme croissant de [z, f(zo)]
sur (Yo, 9(vo)]. En particulier, on a

h(zo) = zo et h(f(x0)) = 9(yo)-

Alors hg se prolonge de fagon unique en un homeomorphisme (croissant) h: I — J qui
conjugue f et g:
g=nhfh"" et bl o) = ho-

Démonstration : On definit une application h sur lorbite de zo par la formule
suivante:

h(f"(x0)) = 9" (¥o)-
On remarque que h conjugue les restrictions de f et de g aux orbites de zg et yo, respec-
tivement. De plus h coincide avec hy aux points zg et f(xg).

Pour tout n € Z, on définit alors une application h,, en tout point z € [f™(x), f**(z)]

par la formule

hn(2) = g"(ho(f7"2))).
L’application ainsi définit est un homéomorphisme hy,: [f™(x0), /" (z0)] — [¢"(¥0), " (0)]
qui coincide avec h aux points f™(xg) et f7(x).

Remarquons que 'union (J, ., f™ ([0, f(20)] est exactement l'intérieur du segment I;
en effet 'orbite de zy est une suite monotone qui va d’une extrémité a ’autre du segment
I.

On en déduit que les applications h,, se recollent en un homéomorphisme A de I'intérieur
de I sur celui de J. On complete h aux extrémité de ces segments, 'image des bornes
inférieures et supérieurs de I étant les bornes correspondantes de J.

On vérifie que h ainsi construite convient. De plus la formule définissant h, est
nécessairement vérifiée par h, ce qui prouve 'unicité de I’extension h de hyg. O

Dans le lemme ci-dessus on a supposé que f et g étaient supérieurs a l'identité, en dehors
des extrémités de leurs domaines de définition respectifs. Bien str, le méme énoncé reste
valide si 'on suppose que f est g sont tous deux inférieurs a l'identité (en dehors des
extrémités). Mais que se passe-t-il si I'un d’entre eux est supérieur a I'identité mais que
l’autre est inférieur a l'identité ?

Dans ce cas un homéomorphisme de conjugaison h devra envoyer la borne inférieur de 1
sur la borne supérieure de .J et la borne supérieure de I sur la borne inférieure de J, car h
doit préserver les notions d’a-limite et d’w-limite. Il faut donc que h inverse I'orientation!
Modulo cette petite complication, I’énoncé reste identique:
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Corollaire 1.1. Soient f: I — I et g: J — J deur homéomorphismes croissants de deux
segments I et J. On suppose que, f(x) > x et g(y) < y pour tous points x € Int(l) et
y € Int(J).

Soit zg € int(I) et yo € int(J). Soit hy: [xo, f(z0)] — [9(¥0), Yo] un homeomorphisme
décroissant; en particulier on a h(xy) = zo et h(f(x0)) = g(vo)-

Alors hy se prolonge de facon unique en un homeomorphisme h: I — J qui conjugue f
etg.

Remarque 1. Sous les hypothéses du lemme, ’homéomorphisme h de conjugaison préserve
Porientation si f(x) > x et g(y) >y, ou si f(x) <z et g(y) <y.

Par contre, ’homéomorphisme h inverse l'orientation si f(x) > x et g(y) < y, ou si
fla) <z etgly) =2y

La clé de la démonstration du Lemme 1.2 est la remarque suivante:

Remarque 2. Sous les hypothéses du lemme, chaque orbite de l'intérieur de I rencontre
(X, f(x)[ exactement en un point.

Un tel intervalle [z, f(x)] est appelé un Domaine fondamental de f. Par abus de
langage, on appelle aussi 'intervalle fermé [z, f(z)] un domaine fondamental, bien que
I'orbite de x rencontre ce segment en deux points.

Remarque 3. (1) L’énoncé du Lemme 1.2 parle de lunicité de I’homéomorphisme
de conjugaison h qui étend hy. L’homéomorphisme de conjugaison enter f et g n’
est par contre pas unique, puisque tout choix de [’homéomorphisme hy détermine
un autre choix de I’homéomorphisme h !

(2) Par contre, si hy et hy sont deux homéomorphismes qui conjuguent f a g, alors

hy*hy est un homéomorphisme qui conjugue f a lui méme. Autrement dit I’homéomorphisme
g = hy'hy commute avec f, c’est a dire fg = gf . Cette idée sera reprise en détail
quelques sections plus bas.

Exercice 2. Notons T,: R — R la translation x — x + a et hg: R — R ’homothetie
x+— [ -x de rapport (3.

Montrez que pour tout o # 0 et pour tout 3 > 0 tel que B # 1, la restriction de hg a
10, 4+00[ est conjuguée a Ty,.

Dire pour quelles valeurs de «v et 3 les homéomorphismes de conjugaison sont croissants.

1.5. Classes de conjugaison des homéomorphismes de [0, 1]. Nous pouvons a présent
formaliser I'idée intuitive qui dit que la dynamique d’un homéomorphisme de I'intervalle
est déterminé par ’ensemble des points fixes, et la direction ”vers la droite ou vers la
gauche” de la dynamique entre les points fixes successifs:

Théoréme 1. Soient f et g deur homéomorphismes croissants de [0, 1]. On suppose qu’il
existe un homéomorphisme croissant hg de Fix(f) sur Fiz(g).

Alors, hg se prolonge en un homéomorphisme h: [0,1] — [0,1] conjugant f et g si et
seulement si, pour tout x1,x9 € Fixf on a:

(Vz €]ay, o,  f(2) > 2) <= (Vy €lho(x1), ho(z2)[, 9(2) > 2).
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Démonstration : Le lemme permet de construire un homéomorphisme croissant de
chaque composante connexe |z1,z3] de [0,1] \ Fizf sur |ho(z1), ho(x2)] qui conjugue les
restriction respectives de f et g a ces intervalles. L’union de ces homéomorphismes, et de
ho, est une bijection croissante, donc un homéomorphisme. O

Exercice 3. (1) Montrez que, pour tout n > 0 et tout f € Homeo,([0,1]), f et "
sont conjugués par un homéomorphisme croissant.
(2) Montrez sur un exemple qu’il existe un homéomorphisme f: [0,1] — [0, 1] tel que
f et f7™ ne sont pas conjugués.
(3) Donnez un exemple ot f et f=1 sont conjugués par un homéomorphisme croissant.
(4) Supposons que f:[0,1] — [0,1] est un homéomorphisme tel que f et f~' sont
conjugués par un homéomorphisme croissant. Que peut on dire sur le cardinal de

1.6. Homéomorphismes qui commutent. On dit que f et g commutent si fg = gf.

Remarque 4. On peut ré-écrire la relation de commutation comme f = gfg~'. Autrement
dit g conjuge [ avec lui méme.
De méme, f conjugue g a g.

On en déduit:

e L’image par f d’une orbite de g est donc une orbite de g.
e En particulier si x est un point fixe de g alors f(z) est un point fixe de g.
e De méme,l'image par g d'un point fixe de f est un point fixe de f.

Autrement dit
f(Fixg) = Fixg et g(Fizf) = Fixf.
Les homéomorphismes qui commutent avec f préservent toute la dynamique topologique

de f. Il est naturel de se demander s’il existe beaucoup de tels homéomorphismes.
Voici un premier exemple trop élémentaire:

Exemple 1. Pour tout homéomorphisme h d’un espace métrique, on appelle support de
h et on note supp(h) l’adhérence de l’ensemble des points x tels que h(x) # x. Autrement

dit
supp(h) = X \ Int(Fiz(h)).

St f et g sont deux homéorphismes de supports disjoints alors ils commuttent :

supp(f) Nsupp(g) =0 = fg=gf

Exercice 4. Notons f: R — R défini par x — x + sinzx.

Montrez que f est un homéomorphisme de R.

Montrez qu’il commute avec la translation Ts,.

Déterminez Fix(f)

Quelles sont les valeurs de « telles que T, commute avec f?
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1.7. Centralisateur. Le centralisateur Cy(f) d’un homéomorphisme est 1'ensemble des
homeomorphisme qui commute avec lui.

Remarque 5. (1) Le centralisateur Co(f) un sous groupe de Homeo([0,1]): en effet
e sig,he Cy(f) alors fgh = gfh = ghf ce qui montre que gh € Cy(f).
o sigec Co(f) alors g7 € Co(f) (9f = fg <= fg ' =97'f).
(2) De plus Co(f) contient le groupe (f) = {f"}nez engendré par f.
On dit que Co(f) est trivial si Co(f) =< f >.

Corollaire 1.2. Le centralisateur d’un homeomorphisme de [0, 1] n’est jamais trivial.

Démonstration : Si Fiz(f) est d’intérieur non vide alors il contient un intervalle
ouver I # (). D’apres 'exemple 1, tout homéomorphisme & support dans I commute avec
f, et n’appartient pas a < f >.

Considérons a présent un point z tel que f(z) # x. Supposons f(x) > x pour fixer
les idées (le cas f(x) < x se traite de fagon identique). Notons a = a(z, f) et b =
w(z, f) les limtes des orbites positives et négative de x. Le Lemme 1.2 implique que tout
homéomorphisme g¢o de [z, f(x)] fixant z et f(x) se prolonge en un homéomorphisme ¢;
de [a,b] preservant l'orientation et commutant avec f. Comme g;(a) = a et g1(b) = b,
on peut prolonger g; en un homéomorphisme g de [0, 1] égal a I'identité hors de [a, b] et
coincidant avec g; sur [a,b]. On en déduit que g est un homéomorphisme de [0, 1] qui
commute avec f.

Finalement, si 'on a choisit g différent de Iidentité, alors g admet = et f(x) comme
points fixes mais est different de 'identité: on en déduit que g n’est pas une puissance de
f,donc g ¢< f >. O

La preuve du corollaire a montré beaucoup plus que ce qui était annoncé: en effet
nous avons vu que pour tout f € Homeo,([0,1]) il existe un intervalle ouvert non vide
I tel que tout homéomorphisme gy a support dans [ se prolonge en un homéomorphisme
qui commute avec f. Ce prouve que le centralisateur de f est un tres gros groupe: en
particulier:

Exercice 5. Montrer que le centralisateur n’est jamais commutatif: pour tout homéomor-
phisme croissant f de [0,1] il existe g, h qui commutent avec f mais ne commutent pas
entre eux.

Indication: choisir un domaine fondamental I de f. Choisir deuxr homéomorphismeshg
et go de I tels que ho(Fix(go) # Fix(gy). Notez h,g € C°(f) les uniques extension de hyg
et go qui commutent avec f. Montrez que g et h ne commutent pas.

1.8. Difféomorphismes. Une application f: [0,1] — [0, 1] est un difféomorphisme de
classe C", r > 1 si f est de classe C", f est bijective et f~1 est de classe C".

Remarque 6. Pour qu’un homéomorphisme f: [0,1] — [0, 1] soit un difféomorphisme,
il suffit que f soit de classe C" et que sa différentielle D f ne s’annulle pas:

Vz € [0,1], Df(z) # 0.

Quand on considere des difféomorphismes de classe C" qui sont conjugués, il semblerait
naturel de demander que la conjugaison soit aussi de classe C". De méme il est naturel
de considérer le centralisateur C,.(f).
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Ce centralisateur C,.(f) fait encore I'objet de recherches: j’ai vu récemment passer un
article, pas encore publié, qui cherche exhiber un exemple de difféomorphisme f du cercle
St ou C,(f) est un sous-groupe dense de R mais n’est pas R.

Il existe des difféomorphismes C" dont le centralisateur C! est trivial. L’exploration de
ce sujet est I'un des themes possibles de ce cours, et aussi un theme de recherche possible
apres ce cours.

Aujourd’hui, dans ce chapitre d’introduction, je ne veux dire que des choses faciles.
Voici une simple observation qui illustre la rigidité du centralisateur C,.(f) pour r > 1.

Proposition 1.1. Fizons a > 1 et soit f: [0,400 — [0, 400 l’homothétie v — az (c’est
un difféomorphisme). Soit g: [0, +00 — [0, +00[ un homéomorphisme. On suppose que
e g commute avec f;
e g est dériwable en 0.
Alors g est une homothétie.

Démonstration : On remarque que, pour tout x > 0, si g(x) = y alors g(a"x) = a™y.

Notons z; = a’z. On a donc (@) % Pour ¢ — —oo on a x; — 0. Donc

T4

lim 9(:) = Dg(0).

1—>—00 I

On a montré

9(x) = Dg(0), pour tout x > 0.
x
Donc g est 'homothétie de rapport Dg(0) ce qui conclut. O

Exercice 6. Soient f et g deux difféomorphismes croissants de [0, 1], et © un point fize de
f. On suppose que g est conjugué a f par un diffémorphismes h. Montrer que y = h(x)
est un point fize de g tel que DF(x) = Dg(y).

En déduire que, si f € Dif f1([0,1] posséde un point fize x tel que Df(x) > 1, alors
pour tout n > 1, f n’est pas différentiablement conjugué a f".

Indication: On raisonne par ['absurde, en supposant que g est un difféomorphisme
conjugant f a f*, n > 1.

e Montrez qu’il existe un point xo qui réalise le mazimum de D f(x) pour z € Fix(f).

Calculez D f™(xo) et montrez D f™(xo) > D f(xg).
Soit yo = g~ (zo). Montrez que yo est un point fize de f.
Calculez D f(yo). Montrez Df(yo) > Df(xo). En deduisez la contradiction qui
conclut.
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2. VOCABULAIRE DES ACTIONS DE GROUPES

2.1. action de groupes: définitions. Soit X un ensemble. On note Bij(X) I’ensemble
des bijections de X. La loi de composition induit une structure de groupe sur Bij(X).
SoitG un groupe, dont la loi est noté multiplicativement. Je noterai 15 ou G lélément
neutre de G.

Une action de G sur X est une application

P:GxX — X(g,2) — g(x)

telle que 1g(xz) = x pour tout z, et (g192)(z) = ¢1(g2(x)) pour tout g1,92 € G et tout
point z € X.

Remarque 7. (1) Si® est une action de G sur X alors, pour tout g € G Uapplication
o(g): X — X z — g(z) est une bijection de X, et lapplication qui & g associe
cette bijection p(g) est un morphisme de G dans le groupe des bijections Bij(X).

(2) Réciproquement, sip: G — Bij(X) est un morphisme de groupe, alors l'application
GxX—X,(g,2) — g(x) = (p(g9)) (x) est une action de G sur X.

En d’autre termes, la donné d’une action du groupe G sur X est équivalente a la

donnée d’un homomorphisme @ du groupe G sur le groupe des bijections de X. On notera

g(x) = ¢(g)(x).

On dit qu’une action de G sur X, associée a un morphisme est fidele si ¢ est injective:
autrement dit pour tout g # 1 il existe z € X tel que g.x # x.

Exemple 2. (1) si G C Bij(X) est un sous-groupe de X alors l'action naturelle de
G sur X est celle induite par le morphisme d’inclusion de G dans Bij(X).

(2) toute bijection f de X induit une action de Z. Cette action est fidele sauf si f est
périodique (i.e. il existe n > 0 tel que f" = idx. FElle induit alors une action libre
de Z/nZ).

(3) Plus généralement, si p: G — Bij(X) est une action, elle induit une action libre
de G/Kergp.

(4) Si f et g sont deux bijections de X qui commutent, elles induisent une action de
72 sur X.

(5) st G est un groupe, Uapplication G x G — G (g,h) — g - h est une action de G
sur G (par multiplication a gauche).

Exercice 7. Soit ¢, 5 le morphisme de Z? dans le groupe de translation de R défini par
Vo 5(M, M) = thatmp: T — T+ na+mp.
A quelle condition l'action engendrée par ¢, g est elle fidele?

Le stabilisateur de x est I'ensemble de g € G tels que g(x) = x.

Remarque 8. (1) Le stabilisateur de x est un sous-groupe de G.
(2) Le stabilisateur du point g(z) est le conjugue par g du stabilisateur du point x. En
formule cela donne:

Stab(g(z)) = gStab(z)g™"
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On dit qu’une action est libre si, pour tout x, le stabilisateur de z est p(1g). Autrement
dit, pour tout g # 1 la bijection ¢(g) n’a pas de point fixe.

Exercice 8. Montrez que si G est un groupe, alors l’action de G sur G par multiplication
a gauche est une action libre.

Exercice 9. Soit G un groupe et p: G — (Bij)(G) définit par ©(g): h — ghg™'.
(1) Montrez que ¢ induit un homomorphisme de G dans Hom(G) et donc une action
de G sur G dite par conjugaison.
(2) A quelle condition sur G cette action est elle fidéle?
(3) Montrez que cette action n’est jamais libre.

2.2. Action sur un espace topologique. Si X est un espace topologique, on parle
d’action de groupe continue si p(G) C Homeo(X), c’est a dire si pour tout g € G la
bijection x +— g(x) est un homéomorphisme de X.

Si X est une variété différentiable de classe C", on parle d’action de classe C" si p(G) C
Dif f"(X).

Le but de ce cours est de comprendre quels groupes agissent fidelement, continiiment
ou différentiablement sur la droite R, le cercle S, le segment [0, 1] ou l'intervalle semi
ouvert [0, +o0].

2.3. Orbites, ensembles invariants, ensembles minimaux. Pour tout z € X on
appelle orbite de = et on note G.x ’ensemble des images de x par ’action des élément de
G:

G.x={g(x),g9 € G}.

On dit qu’une partie Y C X est invariante sous 'action de G si, pour tout x € Y,
I'orbite G.x est contenue dans Y.

Remarque 9. 51 G est une action continue et si Y est un ensemble invariant, alors
Uadhérence Y et lintérieur Int(Y) sont invariants.

Soit G x X — X une action continue, et Y une partie de X On dit que Y est un
minimal pour ’action de G si:

e Y est fermé
e Y est invariant par 'action de GG
e Les orbites des points de Y sont denses dans Y: pour tout z € Y ona G.x =Y.

Lemme 2.1. X espace métriqgue compact. Toute action continue G X X — X admet
un compact minimal invariant. Plus précisément ['adhérence de toute orbite contient un
mainimal.

Démonstration : On considere 'ensemble K, des compacts invariants contenus dans
G.x, muni de la relation d’ordre C. Alors (K., C) est inductif: toute famille {K;}ice
totalement ordonnée admet un minorant (), K;. Le Lemme de Zorn assure alors que K,
contient un élément minimal K. Si y € K alors G.y C K est un compact invariant plus
petit que K donc égal a K. Donc K est un minimal pour I'action de G.

O
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Remarque 10. Attention! Il existe des actions par diffeomorphismes sur R qui sont sans
minimal. On en construira dans le chapitre sur les minimauz (Voir la Section 7.3).

Une action de G sur X est dite minimale si X est un minimal (il est alors le seul
minimal). Autrement dit toute orbite de G est dense dans X.

2.4. Action conjuguées. Si X et Y sont deux espace topologiques et que h: X — Y
est un homémorphisme, alors I'application v, : f — hfh~! induit un isomorphisme de
Home(X) sur Homeo(Y).

Alors pour tout groupe G, a toute action de G sur X engendr‘é par un morphisme
¢: G — Homeo(X) on associe naturellement une action de G sur Y engendrée par ¢, o .

On dit que ces deux actions sont conjuguées.

Comme precedemment, h envoie orbite sur orbite h(orb(x)) = orb(h(x)). L’'image d'un
minimal est un minimal, le stabilisteur de x et de h(x) sont les memes, etc...

3. EXEMPLES CLASSIQUES

3.1. La droite et le cercle. Cette année je vais considérer des actions de groupes en
dimension 1, donc sur les deux variétés connexes, a base dénombrable!, de dimension 1:
la droite réelle R et le cercle S*.

On note Homeo(R), Homeo, (R),Homeo(S"), Homeo, (S*), Dif f"(R), Dif f7(R),Dif f"(S"),
Diffi(S 1) les ensembles d’homeomorphismes, difféomorphismes de classe C" préservant
ou pas l'orientation.

On considerera également les homéomorphismes et difféomorphismes du segment [0, 1],
ou de la demi-droite [0, 1].

3.2. Le cercle: plusieurs modéles. Le cercle S! peut étre vu de beaucoup de facon:

e c'est le cercle unité de R? ou de C.
e (C’est le quotient de R par la relation d’équivalence x >~ x + 1. On passe de 'une
a 'autre de ces interprétations par

™ R — StccC

t - 62’i7rt

C’est une application qui est localement un homéomorphisme. Cependant les
points de S on plusieurs préimages. Plus précisément deux points ont la méme
image si et seulement s’ils different d’un entier.

Cette application induit donc une bijection continue de R/Z sur S*, c’est donc
un homéomorphisme.

La projection de R sur R/Z est un revétement: La droite est donc le revétement
universel du cercle.

Ceci définit aussi la structure différentiable du cercle: en effet une application
©: St — R est dérivable si p o 7 est derivable.

Ihour ceux que cela intéresse, il existe aussi une variété de dimension 1 qui n’est pas & base dénombrable,
et qu’on appelle la grande droite
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e Cest le quotient de [0, 1] par Iitentification de 0 avec 1. Cette identification est
un espace métrique: d(tq,ts) = inf{|ty — t;|,t;1 + 1 —to,to + 1 — t1 }. La projection
7 de R sur S', en restriction a [0,1], induit une bijection continue de [0,1]/0 ~ 1
sur S', donc un homéomorphisme.

e C’est aussi la compactification de R par 1 point a l'infini. En effet, R/Z\{[0]} est le
quotient par Z de R\ Z, donc d’une union disjointe des intervalles |n,n+1[,n € Z.
C’est donc le quotient de |0, 1[xZ par Z. Finalement, ce quotient est |0, 1[.

Cependant l'application t — tan(7t) est un difféomorphisme de ]0, 1] sur R.
Donc S* privé d'un point est l'intervalle ouvert donc est R.

e C’est aussi RP!, I'espace des droites de R2. Comment voir cela?:

A toute droite D de R? on associe 5-Z(D, Dy), ot Z(D, Dy) est I'angle que fait
D avec 'axe de z. Cet angle est bien déterminé modulo m: les droite associées a
I’angle o ou a 'angle o + 7 sont égale.

Ceci définit un homéomorphisme de 1'espace des droites de R? (appelé espace
projectif de dimension 1 et noté RP!) sur S*.

e (juste pour achever de vous troubler completement!) c’est aussi |’ espace des demi-
droite de R?: en effet une demi droite de R? est de la forme 0, +oo[.e*™. Une
autre faon de dire les chose est de voir que toute demi droite coupe le cercle unite
en un et un seul point: 'application qui a toute demi-droite associe son point
d’intersection avec le cercle est 1 ’Thoméomorphisme annoncé.

3.3. Exemples sur la droite.

(1) Le groupe des translations de R: z +— 7,(z) =z + .
(2) Le groupe des homothéties de R : 2 — h,(x) = o - x pour o # 0.
Ces deux groupes sont respectivement isomorphes a (R, +) et (R*, ). En par-
ticulier ce sont des groupes abéliens.
(3) Le groupe affine A(1,R) des applications affines de la droite réelle, de la forme x +—
ax + [#. Remarquez qu’il est engendré par les homothéties et par les translations.
On a de plus la relation h,7sh, 1 = 7,5. En effet 2 — ala 'z + 8) = z + af.

Proposition 3.1. Montrez qu’un sous-groupe G du groupe des translations est ou-bien
monogene ( c¢’est a dire, engendré par une unique translation) ou bien toutes les orbites
sont denses dans R.

Démonstration : Cela vient de la propriété classique suivante:
Lemme 3.1. Tout sous groupe G de R, + est ou bien monogéne, ou bien dense dans R. .

Pour prouver le lemme on considere a = inf GN|0, +oo[

e Si a = 0 alors il existe des éléments z. dans G dans ]0,¢, pour tout € > 0. Pour
tout ouvert U de R on choisit € et © € U tel que [x,x 4+ ¢] C U. Alors il existe
n € Z tel que nx. € [z, + €| ce qui montre que GNU # ().

e Si a > 0 alors ]a,2,a] ne contient pas délément y de G sinon G contiendrait des
élément aussi proche que 'on veut de y — a < a, ce qui contredirait la définition
de a. Donc a € G et G = Za.

On conclut la démonstration de la proposition: si G n’et pas monogene, il est dense
dans R et alors pour tout x 'orbite de x par les translation T,,a € G est I’ensemble des
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points x + o, € GG. C’est donc I'image de G par la translation 7. Comme G est dense
dans R, l'orbite de = aussi. O

3.4. Le groupe affine. Le but de cette section et de résoudre le probeme suivant:

Probleme 1. Déterminer tous les sous-groupes de Ay (R,1) dont l'action ne soit pas
minimale (toute orbite dense)

Voici des indications pour ce probleme.

Soit f: x + ax + b. Alors pour toute translation 7, la conjuguée fT,f~ ! est la
translation T,,.

Soit f: x + ax+bet g: cr+dtelsquea #1,c# 1. Alors fgf'g~! est une translation
de vecteur u = b —d+ da — bc. f et g on chacune un unique point fixe ﬁ et li_c. Alors
Fixf # Fixg est équivalent a u # 0.

Soit G un sous groupe de A(R,1).

e Si G contient une translation 7, et une application affine f — ax+ b avec |a| # 1,
alors G contient des translations de pas arbitrairement petits: 'action est donc
minimale.

e Si G contient deux applications affines f: z — az+b et g: cx+d telles que |a| # 1,
c # 1 et telles que fix(f) # fiz(g). Alors G contient aussi une translation, et
I’action est minimale.

e Dongc, si 'action de G n’est pas minimale et que G contient f: z +— ax + b avec
la| # 1, alors fiz(f) est un point fixe commun a tous les éléments de G: G est
donc conjugué, par une translation, a un groupe d’homothetie. Il est discret si et
seulement si ce groupe d’homotheties est monogenes (cas ou G C Af f1(R), ou est
le produit d’un groupe monogene par un élement d’ordre 2 (la symetrie x — —uz.

e Si l'action est minimale et si G ne contient pas de f: x +— ax + b avec |a| # 1.
Si G C Affi(R) c’est alors un groupe de translation, il n’est pas minimale si et
seulement si il est monogene. Dans ’antre cas, GG est ou bien engendré juste par
une symetrie (conjuguée a x — —x), ou par cette symetrie et une translation.

Exercice 10. Pour tout n € Z* trouvez une action fidéle du groupe < a,blaba™ = 0" >.

3.5. Exemples sur le cercle.

3.5.1. Dynamiques des rotations. On considere le cercle comme étant R/Z.

Les translations x +— z 4 « passent au quoitent sur cercle en des rotations (c’est la
rotation usuelle €™ — 2™+ d’angle 27a.

Sia = ’5’ appartient a QQ alors toute orbite est périodique de période ¢. Si a est
irrationnel, alors toute orbite est dense.

Comme dans le cas des translations sur R une action par rotiation qui n’est pas minimale
est monogene, et est engendrée par une rotation rationnelle.

3.5.2. Actions venant des actions sur R. Tout homéomorphisme de R peut étre complété
en un difféomorphisme de S' = R U {oo} par un point fixe a I'infini.

Plus précisément: le cercle moins un point p est homeomorphe a R. Fixons un
homéomorphisme h: R — S\ {p}. Alors a toute action ¢ de G sur R on associe I’action
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conjuguée vy, o  sir ST\ p. Cett action se complete en une action sur S' en posant p
comme point fixe global.
L’action obtenue ne dépend pas, a conjugaison pres, du choix de p ni du chix de h.
Les groupes d’homothétie, translation, et A(R,1) agissent donc de fagon fideéle sur S.

3.5.3. laction naturelle de PGL(2,R) et PSL(2,R). Le groupe GL(2,R) des matrices
inversibles agit sur RP!: I'image d’une droite est une droite.

Cette action n’est pas fidele: les homothéties agissent trivialement. Le quotient GL(2,R)
par les homothéties est le groupe PGL(2,R).

Lemme 3.2. Il agit fidélement sur S*.

Démonstration : Une application linéaire de R? qui fixe 3 droites est une homothétie.
(I

Remarque 11. Les points fizes de l'action de f € PGL(2,R) correspondent aux direction
propre de tout représent finGL(2,R) de f. En conséquence, tout élément de PGL(2,R)
admet 0,1 ou deux point fize sur S*.

Exercice 11. Montrer que le stabilisateur de tout point est isomorphe a A(R,1).

On considere aussi I'action de GL(2,R) sur le cercle des demi-droites.

3.6. Action de Aff(R) sur le compactification de R et ’action de PSL(2,R) sur
S1. La compactification S = R U {oo} correspond & une carte de RP': Dans R? toute
droite vectorielle coupe la droite affine verticale x = 1 en un et un seul point, et on
complete par la droite vectorielle verticale, correspondant au ”point a I'infini”.

(z,y) — (z,ay + Bz) soit les matrices ( (1) g )

L’action du groupe affine sur le compactifé de R par un point, n’est autre que celle de
ce sous groupe de PGL(2,R).

3.7. Relevé d’'un homéomorphisme du cercle. Soit f un homéomorphisme du cercle
préservant l'orientation. On appelle relevé de f sur R tout homéomorphisme F': R — R
qui passe au quotient en f sur S! plus precisément, soit 7 la projection de R sur S*. On
a le diagramme commutatif suivant:

R & R
T | | =
st Lo

Lemme 3.3. Pour tout homéomorphisme f de S', il existe un relevé F' de f sur R.
Si F et G sont deuz releve de f alors il existe n € Z tel que G(x) = F(x) 4+ n, pour
tout x.

e Si f preserve lorientation, alors F verifie F(x + 1) = f(x) + 1.
e Si f inverse lorientation alors F verifie F(x + 1) = F(z) — 1.
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Démonstration : On choisit un point z de S! et son image y. On considere les
segment [z, x + 1] et [y,y + 1]. L’homéomorphisme f induit un homéomorphisme de ces
deux intervalles et la question est si 'image de x est y ou y + 1. O

On note Homeo, (S') le groupe d’homéomorphisme de R qui commutent avec x — x+1.

3.8. Construction d’un groupe de diffeomorphisme de S!. Le but de cette partie
est d’illustre les relations entre R et S' en explicitant une construction de groupe de
difféomorphisme de S! dont on controle I’ensemble des points fixes.

P

On note PSL(2,R) I'ensemble des relevés sur R des élément de PSL(2,R) C Homeo (S*).
Exercice 12. On se fize un entier k > 0. FEtant donné F € Homeo,(S') on note
b= h%Fhk, et on considere l'application ¢ définie par: Yy (F) = F,.

(1) montrez que vy est in isomorphisme du groupe Homeo, (R).

(2) montrez que si F € Homeo, (S') (c’est a dire que F' commute avec la translation
T ) alors Fy, commute avec la translation T%. En déduire que Fy, commute aussi
avec la translation Ty. En conséquence Fy, € ]—[/07\71/60+(Sl).

Est-ce que vy, induit un isomorphisme de Homeo, (S*)?

(3) montrez que l'image de ¢y, est l’ensemble des homdmorphismes qui commutent avec
la translation x — x + %

(4) On note PSLy(2,R) l’ensemble des projetés sur S* de 1, ((PSL(2,R).
Montrez que le cardinal de l’ensemble des points fize des éléments de PSLy(2,R)
est toujours un multipne de k et qu’il est inférieur a 2k.
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4. GROUPES AGISSANT SANS POINTS FIXES: LE THEOREME DE HOLDER

Rappelons que si f est un homéomorphisme de R sans point fixe, alors f est conjugué
a la translation z — x + 1. Nous allons considérer a présent un groupe qui agit librement
sur R. Chacun de ses éléments sont donc individuellement conjugués a des translations.
La questions qui nous occupe est de savoir si on peut conjuguer a des translations simul-
tanément tous les éléments de cette action.

Le but de ce chapitre est de montrer le théoreme de Holder:

Théoréme 2. Soit G C Homeo(R) un groupe d’homéomorphisme tels que tout élément
de G different de ["identité n’‘a aucun point fize.

Alors G est un groupe abélien, ordonné, archimédien.

De plus il existe un morphisme injectift: G — R et une application continue croissante
h de R telle que

T—gT

z—a+t(g)
—

R
L h
R

4.1. Un groupe ordonné archimédien. Notons f < ¢ si 3z € R tel que f(x) < g(z)

Lemme 4.1. La relation f < g definit une relation d’ordre total sur G. De plus elle est
invariante par multiplication a doite et a gauche par les élements de G.
Enfin, l'ordre < est archimédien.

Démonstration :
Affirmation 1. Tous les éléments de G preservent [’orientation.

Démonstration : Sinon pour z — —oo f(x) — +o0o en particulier f(z) — 2z > 0 et
pour x — 400 f(x) — —oo donc f(z) —x < 0. Le th’eoreme des valeurs intermediaires
implique qu’il existe x avec f(z) = x. L’hypothese implique f =i ce qui contrdit que f
inverse l'orientation. O

Affirmation 2. S’il existe xq tel que f(xo) < g(xo) alors pour tout x f(z) < g(x).

Démonstration : Sinon, par le theoreme des valeurs intermediaires il existe x; tel que
f(x —1) = g(x —1). Donc ¢g7' f(x1) = x1. L’hypotheése implique ¢g~'f = id donc g = f
contredisant f(x) < g(x). O

Affirmation 3. < est un ordre total.

Démonstration : Si f < g et g < h alors pour tout = f(z) < g(z) < h(z). Cela
prouve la transitivité de <. L’antisymetrie est desormais claire. C’est donc une relation
d’ordre (stricte)

De plus pour tout f,g f(0) < ¢(0) (alors f < g ou f(0) > ¢(0) donc f > g ou
f(0) = ¢(0) alors f = g. L’ordre < est donc total. O

Affirmation 4. Pour tout f,g,h on a
f<g=(hf <hget fh<gh).
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Démonstration : Si f(z) < g(x) alors hf(z) < hg(z) car h preserve l'orientation.
Si f(z) < g(x) alors ceci vaut en tout point z. En particulier en h(z). Donc f(h(z)) <

g(h(z)).

La relation d’ordre < est donc compatible avec la multiplication a droite et a gauche.
O On termine le lemme par I'affirmation suivante:
Affirmation 5. Pour tout f, g tels que f > id il existe n > 0 tel que f* > g.

Cette affirmation est une consquence directe de I'affirmation

Affirmation 6. Pour tout f > id et tout x € R, on a lim, o, f"(z) = +00

Démonstration : En effet la suite f"(x) est croissante. Si elle est majorée elle
converge. La limite est alors un point fixe de f ce qui contredi I’hypothese. O

Donc si f > id il existe n tel que f"(0) > ¢(0), donc f™ > g. Le groupe est archimédien.
O

Remarque 12. f < g et h < k implique fh < gh < gk. En particulier, on montre par
recurence que, pour tout n >0 f" < g".

4.2. Le nombre de translation relatif. Fixons f € G tel que f > ¢d.Pour tout n on
note ts,(g) = 2 tel que f? < g < frt!

Lemme 4.2. La suite tf,(g) converge quand n — co. On note t¢(g) la limite.

Démonstration : On remarque que f? < ¢" < fP™! implique que pour tout k > 0,
fpk j gnkz < f(p-l-l)k'
Donc Lnk € [tﬁn, trn+ l[.

n
En particulier, pour tout n, m positifs on a

trom € | [trmytrn + 1[ﬂ[t trm + ! [
finm fmsy bfm n fms Ufm m
En particulier [t7,, 7y + = [N[tfm, trm + = [# 0 donc

1 1
trn —trm| < .
= trnl < sup{5, )

Ceci prouve que la suite t¢,, est de Cauchy donc converge.

La limite t;(g) est le nombre de translation relatif de g par rapport a f.
Remarque 13. Si fet g sont les translations 7, et 7, de R, alors ty(g) = .

Remarque 14. L’application g — ts(g) est croissante de (G, <) vers (R, <). Plus pre-
cisément, si g1 < go alors tr(g1) < ts(g2).

Lemme 4.3. L’application G — R g — t;(g) est un homomorphisme de groupe.

Démonstration : Considérons g, h. On considere gh et hg. Quitte a inverser les roles
on peut supposer gh = hg.

Affirmation 7. Pour tout n >0 on a gh™ <X h"g et g"h < hg"
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Démonstration : Par récurrence sur n. Pour n = 1 c¢’est notre hypothese.
Voyons le pour n + 1:

gh"* = (gh™)h < (h"g)h = h"(gh) < h"hg = h™*'g.
Ceci utilise a plusieurs reprise 'invariance de l'ordre par multiplication a droite et a

gauche. De méme
gn-i—lh:ggnh jghg” j hgn-l—l'

Affirmation 8. pour tout n > 0 ¢g"h™ < (gh)" = ghgh...gh < h™g"™

Démonstration :

On montre cette inégalité par récurrence sur n. Pour n = 1 il s’agit juste de notre
hypothese gh < hg.

Supposons donc g"h"™ < (gh)" = ghgh...gh < h"g", et montrons 'inégalité pour n + 1.

g" Tt = g™ (gh™)h) < g"h"gh = (gh)"gh = (gh)"*" =
= (gh)(gh)" = (hg)(h"g") = h(gh™)g" = h(h"g)g" = h" T g"*!
O Fixons un entier n > 0 quelconque. Par définition de t,,(g) et t;,,(h) on a les
encadrements suivant

fntf,n(g) < g" =< fntf,n(g)-i-l
fntf’n(h) < A < fntf,n(h)Jrl

En multipliant ces intégalités, et en utilisant ’affirmation ci-dessus, on en déduit:

s+t (M) < gnpn < (gh)™ = h"g" < frltr(9)tty (M) +2
D’autre part, toujours par définition de ¢, (gh) on a I’encadrement suivant:
fntf,n(gh) < (gh)n ) fntf,n(gh)Jrl
On en déduit :

tf,n(g) + tf,n(h) = tf,n(gh) = tf,n(g) + tf,n(h) +

En passant a la limite quand n — oo on obtient t;(g) +ts(h) = t;(gh).

Lemme 4.4. L’homomorphisme g — ts(g) est injectif

Démonstration : Soit g tel que g > id. Alors il existe n > 0 tel que ¢g™(0) > f(0).
Donc ¢g" > f donc ty(g) > % (car t; est un morphisme et une application croissante. O

Corollaire 4.1. Le groupe G est commutatif.

Démonstration : Pour tout g h, t;(gh) = ts(g) + ts(h) = tf(hg). En particulier
tf(gh) = ts(hg). Comme lapplication ¢;: G — R est injective on obtient gh = hg. O

Remarque 15. On a montré en fait que G est isomorphe a un sous groupe de R.
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Exercice 13. Montrez que t¢(g).ty,(h) = tf(h) pour tous f,g,h € G tels que f > id et
g > id.

4.3. Semi-conjugaison de G a un sous groupe du groupe des translations.
L’application g — t;(g) est un isomorphisme croissant de G sur un sous-groupe de R.
Pour terminer la preuve du théoreme, il reste a construire la semi conjugaison A: R — R
entre l'action de G et un sous groupe du groupe des translations de R.

Fixons un point de R, le point 0 par exemple, et un élément f > id de G. L’orbite
A = (.0 est une partie de R.

On note B = {t¢(g),g € G}. Rappelons que B est un sous-groupe de (R, +).

Je vous rappelle le lemme suivant que vous connaissez sans doutes

Lemme 4.5. Soit B un sous groupe de (R, +). Alors:
e Ou bien B est monogéne (engendré par 1 élément. C’est a dire B = 7..b)
e Ou bien B est dense dans R.

Démonstration : Cela correspond a inf{b € B,b > 0} > 0 ou inf{b € B,b > 0} = 0.
([

4.3.1. Si B est monogéne. Alors G aussi. Soit g un générateur de GG. Alors g est conjugué
a une translation par un homéomorphisme h. Cette conjugaison conjugue l'action de G.

4.3.2. 51 B est dense. Nous allons utiliser le résultat classique suivant de topologie de R:

Lemme 4.6. Soient A et B deux parties de R. On suppose que

e h est une application croissante surjective de A sur B
e B est dense dans R.
o A n’est ni majorée, ni minorée.

Alors h se prolonge de facon unique en une appplication conitinue croissante de R dans
R.

Démonstration :
Affirmation 9. Pour tout © on a sup{h(y),y € A,y <z} = inf{h(z),z € A,z > z}.

Démonstration : sup{h(y),y € A,y <z} <inf{h(z),z € A,z > x}, ce qui montre
que ces deux quantités sont finies. Un nombre dans I'intervalle ne peut étre image d’aucun
élement de A. Si cet intervalle n’est pas vide, cela contredit donc la densité de B. O

On définit alors h(z) = sup{h(y),y € A,y <z} = inf{h(z),z € A,z > x} O

Remarque 16. L’application G — A définie par g — ¢(0) est une bijection croissante.

Corollaire 4.2. L’application hy: A — B définie par g(0) — tr(g) est une bijection
croissante.

On note h I'application continue croissante obtenue en prolongeant hy. On conclut la
preuve du théoreme en montrant

Lemme 4.7. h induit une semi-conjugaison de l'action de G avec le groupe {7,,b € B}.
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Démonstration : Soit z € R et g € G. On doit montrer h(x) +tf(g) = h(g(x)).
Soit y € A = G.0 tel que y < x. 1l existe g; € G tel que y = ¢1(0). Donc g(y) < g(x).
D’autre part, par définition de hy on a:

ho(9(y)) = tr(g991) = t1(g) +ts(g91) = ho(y) +t;(9)
On en déduit :

h(x) +tp(9) = Subyeay<s ho(y) +1t5(g)
= sup{ho(9(y)),y € A,y <z}
< sup{ho(2),z € A,z < g(x)} = h(g(2)).

On montre I'inégalité inverse en montrant que les ensembles {g(y) ye Ay < x}et
{z € A,z < g(x)} sont égaux. Pour cela on écrit z comme g(g~'(2)), avec g71(z) < z et
g '(z) € A

On en déduit 1’égalité annoncée

h(g(x)) = sup{ho(2),z € A,z < g(x)} = h(z) +;(9) = 7, (9) ().
O

4.4. Définition et intérét d’une semi-conjugaison. Quel est I'intérét de ce théoreme?

Définition 4.1. Soient F' et G deuxr groupes munis d’actions fideles sur des espaces
metriques X etY . Soit h: X — Y une application surjective. On dit que h est une semi
conjugaison entre F' et G sl existe une application p: F' — G telle que, pour tout x et

fEF onait: h(f(x)) = p(f)(h(x)).
Alors

(1) 'application p est un morphisme de F' sur G:
e p(id) = id car G est fidele.
o p(faf)M(x) = h(fafi(x)) = p(fo)(h(fi(2))) = p(f2)p(f1)(h(z)), pour tout z.
(2) I'image d’une orbite de F' est contenue dans une orbite de G. h induit donc une
application surjective de ’ensemble des orbites de F' sur ’ensemble des orbites de
G.
(3) Considerons un point y de Y et h~!(y) (appelé la fibre au dessus de y). Soit f € F
et g € G tel que g = p(f). Alors f(h™(y) € h™(g(y)). En applicant le méme
raisonnement a f~! et & h™1(g(y), on obtient f~'(h~'(g(y)) C h~'(y) D’ou:

F(h™H(y) € h™(g(y)).
Autrement dit, tout f € F preserve les fibres: I'image d’une fibre est une fibre.

Un semi-conjugaison amene une perte d’information. Cette perte d’information est
moins importante si:

e p est un isomorphisme.

— la surjectivité assure que, I'image d’une orbite de F' est exactement une orbite
de G. (si p n'est pas surjectif on préférera parler de semi-conjugaison a un
sous-groupe de G).

— l'injectivite signifie qu’il n’y a pas déléments de F' qui preserve chacune des
fibres de h.
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e Une bonne partie de 'information perdue est la dynamique dans les fibres, car
I’action de G est obtenue a partir de celle de f en écrasant les fibres. La semi-
conjugaison garde plus d’iformation si cette dynamique dans les fibres est pauvre:

Soit f un élément de F' et yun point de Y, tels que y est un point fixe de p(f).
Dans ce cas f preserve la fibre au dessus de y:

F(hH(y) = h™'(y).

La perte d’information est moins importante si la restriction de f & la fibre h=*(y)
est I'identité.
Autrement dit, quand on a obtenu une semi conjugaison, il est important de preciser
les propriétés de cette semi-conjugaisons.

4.5. Cas du théoréme de Holder. On a déja vu que 'homomorphisme t; était un
isomorphisme de G sur un sous groupe du groupe de translation.

L’application h est une application continue croissante. Les fibres sont donc des seg-
ments compacts.

De plus le sous groupe de translation {t¢(g), g € G} agit sans point fixe sur R. Aucun
élément de G différent de id ne préserve aucune fibre. On en déduit que, pour toute x € R
I'application h induit une bijection de 'orbite G.z sur orbite ¢;(G).h(z) de h(x) sur le
sous-groupe de translation.

Remarque 17. Soit I = h™'(z) une fibre non réduite a un point. Alors pour tout
91,92 € G

G # g2=g1(L)Nga(I) = 0.
On en déduit

Lemme 4.8. St h n’est pas un homémorphisme de conjugaison, alors G est dénombrable.

Démonstration : Toute famille d’ouvert deux a deux disjoint est au plus dénombrable.
En effét, a tout ouvert I on peut associer le nombre p/qg € QN I tel que (g, p) soit le
plus petit pour l'ordre lexicographique. C’est une application injective sur Q qui est
dénobrable.

Le famille des intérieurs des fibres de h est donc dénombrable. On conclut avec la
remarque précédent le lemme. O

4.6. Unicité de la conjugante.

Lemme 4.9. Soit G C Homeo,(R) un sous-groupe qui n’est pas monogéne.

Soit hi: R — R une application continue croissante, non constante, qui realise une
semi conjugaison entre G et un sous groupe de translation.

Alors hy = poh ou v: R — R est de la forme t — at + 0.

Remarque 18. Une étude plus approfondie de la structure des orbites de G nous perme-
ttrait de generaliser le lemme en omettant [’hypothése hy est croissante: il suffit que hq
sott continue et non constante.
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Démonstration :

Par définition de hy, pour tout g € G il existe un réel 7(g) € R tel que, pour tout
x € Ron a hi(g(x)) = hi(z) + 11(g). De plus 'application g — 71(g) est un morphisme
de G sur un sous-groupe de R.

Affirmation 10. Si g > id alors T1(g) > 0

Démonstration : Rappelons que, pour tout z € R on a g"(z) — 400 quand n — +00.
Comme h; est croissante et non constante, cela implique qu’il existe x et n > 0 avec
hi(g™(x)) > hy(x)). Cependant hy(¢9"(x)) = hi(x) + nmi(g). Donc n.7(g) > 0 d’ou
7(g) >0 O

On en déduit que g — 71(g) est un isomorphisme croissant de G' dans un sous-groupe
de R. On en déduit que t;(g) — 71(g) induit un isomorphisme croissant entre les deux
sous-groupes (archimediens) ¢;(G) et 7 (G) de (R, +), qui sont non-monogenes dons sont
denses dans R.

Cette application se prolonge donc de fagon unique en un homéomorphisme croissant
de R qui est de plus un isomorphisme de (R, +). On en déduit:

Affirmation 11. Pour tout g € G on a
71(9) = 1 (f)-t,(9)-

Remarquons que, pour tout ¢t > 0, 'application hy;: R — R définie par ho i (2) = %hl (x)
, pour t > 0 est une autre semi-conjugaison: En effet

1 1 "
ha4(9(2)) = 1 (ha(g(@)) = () +1g) = hay(z) + i
On a juste divisé par ¢ les nombres de translations a 'arrivée.

On note
1

hy = haqr(p) = )

Donc hy est une semi conjugaison continue croissante telle que, pour tout z on a: he(f(z)) =
f(x) + 1, c’est a dire »(f) = t;(f) = 1. On en déduit que pour tout g, m(g9) = ts(g).
Autrement dit pour tout x € R et tout g € G on a

ha(g(z)) = ha(x) +t5(g).

Notons b = hs(0). Alors hg = hy — b est une semi-conjugaison telle que 73(g) = t;(g) et
On en déduit que pour tout g € G on a:

h3(g(0)) = t4(9).

Autrement dit hs et h coincident sur la partie A. Comme l'image B est dense, on a vu
que l'extension croissante est unique. On en déduit que hs = h.
Donc hy = 71(f)(h 4+ b) ce qui conclut la preuve du lemme.
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4.7. Une action sans points fixes qui n’est pas conjuguée a un groupe de trans-
lation. L’idée est simple: on considere un groupe déombrabble agissant sur R par trans-
lations et de fagon minimale; on considere une famille au plus dénobrable d’orbites. On
va ouvrir ces orbites, c’est a dire remplacer chacun des points par un intervalle.

Ceci peut sembler difficile, puisque chaque orbite est dense. Le lemme suivant explique
comment, techniquement, on peut remplacer les points d’une famille dénombrable par des
intervalles:

Lemme 4.10. Soit £ C R une partie dénombrable. Soit {x;};en une indexation des
éléments de E. Soit {; une suite de réels strictement positifs tels que Y, {; < 400.
1l existe une application continue croissante h: R — R telle que 'on a:
e h'(x) est un singleton si x & &
o hl(x;) est un segment de longueur ¢

Démonstration : Pour tout € R\ £ tel que z > xy on définit

h(z) =+ Z{Mm, € [xo, x|}

Pour tout z € R\ € tel que = < o on définit

h i (x) =2 — Z{fzm € [z, mo[}

La fonction h=': & — R est strictement croissante, continue et va de —oo & +00.
h ainsi défini se prolonge de fagon unique en h: R — R continue croissante. O

Considérons aq,as, ..., ag,... une famille (au plus dénombrable mais de cardinal au
moins 2) de nombres irrationnels entre eux:

(Zniai =0 avec n; € Z) =n; =0.

Notons G C R le sous-groupe de R engendré par les a;. C’est un sous groupe dénombrable
dense.

L’application a € G associe la translation x — x + a induit un isomorphisme de G sur
un sous groupe de translation de R. Cela engendre une action libre de G par translations
sur R, et dont toutes les orbites sont denses dans R.

Choisissons 1, ..., ;... des points sur des orbites deux a deux différentes. L’union des
orbites des z; forme un ensemble dénombrable £ = {e;}ien. On fixe des longueurs /;,
telles que ) . ¢; < +o0o et on construit A comme dans le Lemme 4.10.

On construit une action de Z' sur R, sans points fixes, de la facon suivante:

e z tel que h(x) ¢ £ alors g(x) est 'unique y tel que h(y) = g(h(x)).

e Soit I une composante connexe de h™(£). Alors h(I) est un point de €. y =
g(h(I)) est un autre point de £ et h™'(y) est un segment J. On definit g sur I
comme étant I'unique homéomorphisme affine croissant de I sur J.



GROUPES ET DYNAMIQUES. 23

5. LE THEOREME DE SOLODOV

On s’intéresse aux groupes agissant sur R avec au plus un point fixe. On a un exemple
simple: le groupe affine A(1,R).

Exemple 3. Un autre exemple: considérons un isomorphisme ¢ (pas nécessairement
croissant) entre deux sous-groupe I'_ et 'y de (]0, +00], x). L’ensemble des homéomorphismes
f de R qui coincident avec h.,_, y— € T'_ sur ] —00,0] et avec o(y-) sur [0, +o0].

Plus concrétement, on considere deuz familles {a; }ice et {b;}ice de nombres irrationnels
entre eux (autrement dit, ce sont des systemes libres dans le Q-espace vectoriel R). On
considere les applications f; qui coincide avec ’homothetie h,, sur [0, +o0o[ et avec hy, sur
| — 0, 0].

5.1. Cas des actions admettant un point fixe commun. Dans '’exemple ci-dessus,
tous les éléments du groupe ont un point fixe commun (c’etait 0 en 'occurence). Réciproquement,
si G C Homeoy(R) admet un point fixe commun {zy} a tous ses éléments, alors les in-
tervalles |z, +00[ et —00, o[ sont invariant par I'action du groupe. Le groupe agit donc
par restriction sur chacun de ces intervalles.

Si de plus les élément de G avaient au plus un point fixe xg, alors il sont sans points
fixes sur |zg, +00 et sur | — 0o, xo[. Autrement dit les actions induites par G sur | — oo, zg|
et sur |zg, +00o[ sont libres.

Remarquons que | — 0o, 2o et |zg, +0o[ sont homéomorphes a R via par exemple les
homéomorphismes x — —log(—x) et x — log(z), respectivement. Ces actions sont donc
conjugées chacune a une action libre de G sur R.

Le Théoreme de Holder, appliqué a I’action sur |zg, +0o[, permet de construire une ap-
plication continue croissante surjective |z, +00[—]0, +00[ qui induit une semi conjugaison
de l'action de G avec un sous groupe I'; d’homothéties.

De la méme facon il existe une application continue croissante surjective h_: |—o0, o[—
| — 00, 0] qui réalise une semi conjugaison a un groupe d’homothéties I"_.

L’application h: R — R qui vaut h_ pour x < 0 et hy pour z > 0 est alors continue
croissante surjective, et réalise une semi-conjugaison de l'action de GG sur R, avec ’action
présentée dans 'exemple 3.

On a donc montré:

Théoréme 3. Si G C Homeo, (R) est un groupe tel que Vg € G\{id}, I’homéomorphisme
g a au plus 1 point fize, et st G admet un point xy fixé par tous les élément de G, alors
il existe une application continue croissante surjective de R dans R qui réalise une semi-
conjugaison avec l'une des actions présentées dan [’Exemple 3

5.2. Enoncé du théoréme de Solodov. Le théoreme de Solodov dit que les exemples
ci-dessus sont essentiellement les deux seules possibilités.

Théoreme 4. Soit G C Homeo,(R) un groupe agissant sur R. On suppose que, pour
tout g € G Fix(g) contient au plus 1 point. Alors:

e Ou bien G a un point five commun a tous les élément de G: G.x = {x}.
e Ou bien il existe une application continue croissante h que réalise une semi-
conjugaison de G avec un sous groupe du groupe affine.
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5.3. Homéomorphismes ayant un point fixe. Si tout homéomorphisme de G n’a
aucun point fixe, le théoreme de Solodov est un corollaire de celui de Holder.
On suppose désormais qu’il existe au moins un élément fy de G' ayant un point fixe zy.
On suppose également qu’il n’y a pas de point fixe commun a tous les éléments de G.

Remarque 19. Considérons l’ensemble des homéomorphismes préservant ['orientation
et ayant exactement un point fize.
Il y a 4 classes de conjugaisons:

les points attracteurs

les point répulseurs

les points repulseurs a droite et attracteurs a gauche. L’homéomorphisme est alors
plus grand que ['identité.

les points repulseurs a gauche et attracteurs a droite. L’homéomorphisme est alors
plus petit que l'identité.

Le lemme suivant affirme qu’il n’existe pas de point fixe semi attracteur semi repulseur
pour les élément de G.

Lemme 5.1. G C Homeo(R) étant un groupe dont les élements ont au plus un point
fixe. On suppose qu’il n’y a pas de point fize commun. Alors tout point fixe est attracteur
ou repulseur.

Démonstration : On suppose qu’il existe fy < id avec un point fixe xg. Remarquons
que :

e fi'(x) — —oo pour tout x < xg quand n — 400 , et
o fi'(y) — x¢ pour tout y > xy quand n — +oo.

Le point 2 n’étant pas (par hypotheése sur (G) un point fixe commun, il existe g tel que
g(wg) # wo. Quitte & remplacer g par g~! on peut supposer g(xg) > .
On note f; = gfog™'. Alors f; < id, et z; = g(z) est son seul point fixe.

Remarque 20. Pour tout n,

fo' (xo) = 20 > fi(o)

Remarque 21. Considérons y < xg. Comme lim f"(y) = —oc on obtient qu’ Il existe
ny > 0 tel que, pour tout n > ny on a

f5w) < fily)

Remarque 22. Fizons z > x;. Comme lim fi'(z) = zo < 1 et fi(z) > x1 on obtient
qu’il existe ny tel que, pour tout n > ny on a

fo'(2) < fi(2)

Donc, pour n > sup{ni,ns} on a que y < zo < z et f(y) < fi(y) et fi'(xo) > fi(y) et
fi'(2) < fi(2).

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu’il existe y; €y, o et
21 €], z[ tels que fi'(y1) = fi(y1) et f§'(z1) = fi(=1).
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Cela contredit 'hypothese : fi ! f a deux point fixes mais n’est pas I'identité.
O

En consequence, tout g € G ayant un point fixe est ou bien attracteur ou bien repulseur.

5.4. Une relation d’ordre. On note f < ¢ si 3C € R tel que pour tout x > C' on a
f(z) < g(z).

Lemme 5.2. La relation < est une relation d’ordre totale sur G.
De plus cet ordre est invariant par multiplication a droite et a gauche.

Démonstration : La relation est clairement transitive et antisymetrique.
Il reste a voir que cet ordre est total:
Il suffit de voir que les graphes de f et de g ne peuvent se croiser qu’au plus en un
point.
O

Cet ordre n’est pas a priori archimédien: d’ailleurs il ne 'est pas dans le cas du groupe
affine:

Exercice 14. Soit G C A (1R) un sous-groupe du groupe affine. Pour tout élément
g € G notons (ay,by) €]0, +00[xR tel que g: x — azz + b,.

Montrez que Uordre <1 sur G induit Uordre lexicographique sur {(aq,by),9 € G}.

En déduire que si f € G vérifie ay > 1 et s1 g € G est une translation, alors pour tout
neZonag"<f.

Le lemme suivant montre que (G, <1) n’est pas loin d’étre archimédien:

Lemme 5.3. Soit f ayant un point fize et f > id, alors pour tout g il existe n tel que
f">g.

Démonstration : On choisit © < fizf < y. Alors lim f"(z) = —oo et lim f*(y) =
+o00. En particulier, pour n grand f™(z) < g(z) et f"(y) > g(y) ce qui fait que les graphes
de f™ et de g: ces graphes ne peuvent don plus se croiser apres y. Donc f"(t) > g(t) sur
[y, +o00[ soit f" 1> g. O

5.5. Nombre de translation relatif & f. Pour tout ¢ on note p, f(g9) = p/q de facon
que f7 <1 g? < fPh

Lemme 5.4. La suite p, ;(g) converge quand n — +o0o0. On note pr(g) la limite. C’est
le nombre de translation de g par rapport a f.

Lemme 5.5. g — p¢(g) est un morphisme de G dans R.

Ces deux lemmes ont une preuve identique a celle du théoreme de Holder. En fait ceci
vaut pour tout groupe muni d’'un ordre invariant a droite et a gauche, et possedant un
élément f tel que, pour tout g, il existe n > 0 tel que f* > g¢.

Exercice 15. Avec les notations de I’Exercice 14, montrez que, si G C AL(1,R) alors

_ logay

pr(9) = oga;’
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Vous commencerez par montrer que g — logay est un morphisme de G' sur Ry. Vous
montrerez ensuite que le noyau de py est evactement ['intersection de G avec le groupe
des translations.

5.6. Le noyau de du nombre de translation p;. En corollaire du Lemme 5.3 on a:
Lemme 5.6. Si h € ker(py) alors h est sans point fize.

Démonstration : On a vu que, si g a un point fixe et g <1 id alors il existe n tel que
g" < f. Donc npg(g) > 1, en particulier g ¢ ker(py). O

Lemme 5.7. Si g est sans point fize, alors ps(g) = 0.

Démonstration : Soit g sans point fixe tel que g(z) > z. On va montrer que pour
tout n > 0, on a ps(g") < 1.
Supposons que pr(g) > 1. Alors on a

Affirmation 12. Pour tout K € G et pour tout z € R on a K~ 'gK(z) > f(x).

Démonstration : En effet p;(K 'gK) > 1. Donc K 'gK > f. Donc pour z > 0
grand on a K~ 'gK(z) > f(z). Comme g > id et f < id sur | — oo, 4] on a également
K 'gK(z) > f(x) si |z| grand.

Si K~'gK(z) < f(2), les graphes se coupent donc en deux points ce qui permet de
construire un élément de G avec deux points fixes, contredisant I'hypothese sur G.

O

Soit £ € G un élement ayant un point fixe, k > id, tel que x, > ;. Par exemple
k=gfg et a,=g(zy).
On conclut la preuve en montrant

Affirmation 13. Il existe n > 0 et z € R tel que k™"gk™(z) < f(2).

Démonstration : On choisit x > x et y = g(x). Pour n on note z, = k~"(x) et
On a k~'gk™(2)(x,) = y,. Cependant z,, et y, convergent vers x;. En particulier pour
n assez grand on a

T < Tp < kTR (1) = yn < g(x) < g(zy).

O

5.7. Propriétés du noyau de p;. Comme il n’y a pas de point fixe commun, il y a
deux éléments qui ne commutent pas: le commutateur n’est donc pas l'identité. De plus
il appartient au noyau de ps. Donc Ker(py) n’est pas réduit a lélément neutre de G.

De plus Ker(py) est un groupe agissant librement sur R. Nous avons vu au cours de
la preuve du Théoreme de Holder que Ker(py) est naturellement muni d'un ordre total
< invariant par multiplication a droite et a gauche.

Lemme 5.8. Le noyau n’est pas monogene.
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Démonstration : Si T > id est un élément du noyau, et si f # id possede un point
fixe alors T et f ne commutent pas. En effet T(Fizf) # Fixf.

On en déduit que fTf~! appartient au noyau, et est superieur a identite.

Le groupe engendre par T et fTf! est inclus dans le noyau, donc est sans point fixe.
On en déduit

T fTftouT s> f'TFf.

Supposons T' < ftf~! pour fixer les idées.

On en déduit que f"T'f~" est une suite infinie strictement décroissante d’élements de
Kerpy supérieure a 'identité.

C’est impossible si Kerpy est monogene. O

au cours de la preuve du théoreme de Holder nous avons introduit une relation d’ordre
=< sur Kerps et nous avons vu vu

Corollaire 5.1. Ker(py) est un groupe ordonné archimédien pour la relation d’ordre <.

Rappelons, d’apres le théoreme de Holder, que le choix d’'un élément h € kerpy construit
un homomorphisme croissant t;, de kerpy dans R, 4

Finalement nous avons construite une application continue croissante surjective ¢: R —
R telle que, pour tout g € G, I'application ¢ est une semi conjugaison de g € kerp; sur
z—x+th(g).

5.8. Action de G par conjugaison sur Kerp;y.

Lemme 5.9. Pour tout k € G lapplication ¢y : Kerpy — Kerpy, définie par g — kgk™?,
est un morphisme de groupe qui est croissant pour <.
De plus ¥y, k, = Yk, © Vi, -

Démonstration : kg,gok™' = kg k' kgok™ 1.

Sigi1(x) < ga(z) alors posons y = f(x). Ona g (f~'(y) < g2(f~"(y) et donc fg1 f " (y) <
fg2f " (y) car f preserve l'orientation. On en déduit fg,f~! < fgof', le morphisme est
donc croissant.

On conclut la preuve du lemme en remarquant que pour tout ki, ks € G et tout g €
Ker(py) on a:

Vraka (9) = kikog(kika) ™" = ky(kaghy kT = r, (¥1,)(9).
0

Remarque 23. Avec les notations de l'exercice 14, si G C A(1,R) alors pour tout k € G,
le morphisme 1, est Uapplication qui a une translation T, € G associe la translation
To,p:x— x+a-b.

sur un sous-groupe dense de R, on en déduit :

Corollaire 5.2. Pour tout f; il existe o(f1) > 0 tel que, pour tout g € Kerps on a

tn(¥1(9)) = alfi)tn(g)-
De plus Uapplication f1 — o f1) est un homomorphisme de (G) sur (R, x).
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Démonstration : Notons T = t,(Ker(ps)) C R. C’est une sous groupe dense de R.
Comme t,,: Ker(ps) — T est un isomorphisme croissant, on en déduit que 'application
qui a t,(g) associe ty(r,(g)) est un isomorphisme croissant de 7' dense dans R. Cet
isomorphisme se prolonge donc en un isomorphisme continu croissant de R, +. C’est donc
une homothétie de rapport a(f;) > 0.

De plus pour tout &y, ks € G et tout g € Ker(py) on a

a(k1k2)tn(g) = th(Vriky(9)) = th(Vry (Y, (9))) = k1)t (Yry(9)) = a(kr).aka).ta(g)

O

Lemme 5.10. Pour tout k > id ayant un point fize, on a a(k) > 1
En consequence, application k — a(k) est un morphisme croissant de (G,<) sur
(10, +o0f, x, <).

Démonstration : C’est la méme idée que pour montrer que les éléments sans point
fixe sont dans le noyau.

Soit k > id ayant un point fixe xj. Rappelons que h € Ker(py) est tel que h < 1.

Pour tout n > 0 on considere k~"hk™ = Y-« (h). En particulier

th(k™"hk™) = a(k)™
Considérons un point > z et y = h(z). Pour tout n > 0 on note z,, = k™" (x) et
yn = k7"(y). Rappelons que

o T < Ty <Yp
e 1, et y, convergent vers x; quand n tend vers 4o0.

On choisit n tel que zy < z, < y, < h(zy)
De plus k™ "hk"™(z,) = yYn.
On a donc
kKT"RE™ (1) = yn < h(z1) < h(y)
On en déduit k~"hk™ < h donc t,(k~"hk™) < 1. Donc a(k)™™ < 1 soit a(k) > 1. Ceci

conclut la preuve du lemme.
O

5.9. Une semi-conjugaison. D’apres le théoreme de Holder, il existe ¢: R — R con-
tinue croissante, qui réalise une semi conjugaison de Kerp; avec un sous groupe dense du
groupe des translations. Plus préciément, pour tout k € Ker(ps) on a

@Ok:Eh(k)OQO,

ot Ty, (k) est la translation x — x + t5,(k).
On termine la preuve du théoreme de Solodov en montrant:

Proposition 5.1. ¢ réalise une semi conjugaison entre G et un sous groupe de Af f(1,R).

Lemme 5.11. Pour tout g € G, la composée p o g est une autre semi conjugaison.
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Démonstration :
En effet, pour tout g € G et tout k € Ker(py) on a gkg~' = ¢ (k) et, par définition de

@:

polgokog™)="Tiw,m ©P=Taumw © @
Donc pour tout k € Ker(ps) et tout g € Ker(py) on a:

((pok)Og:Tahtf(g)ogpoh
O

D’apres I'unicité, a multiplication pres par une application affine, de la conjugaison ¢,
on en déduit qu'il existe B(k) tel que g o k = a(k) - p + B(k).

Cela signifie que, pour tout k € G, I'application ¢ induit une semi conjugaison de k a
I'application affine z — a(k)z.B(k).

Cela signifie que ¢ est une semi-conjugaison de GG avec un sous groupe du groupe affine.
C’est ce que nous avions annoncé.
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6. HOMEOMORPHISMES DU CERCLE: LA THEORIE DE POINCARE

6.1. Relevé d’un homéomorphisme du cercle. Remarquons d’abord que:

esi [: R — R est un homéomorphisme de R qui commute avec la translation
x— x+1, cest adire F(x + 1) = F(z) + 1, alors F' passe au quotient en un une
application continue f: S' — S du cercle.

e si F' et G commutent avec la translation z +— z + 1, et induisent f,g: S* — S?!
alors le quotient de F'o G est fog.

e De plus F~! commute alors également avec la translation, donc passe également
au quotient en une application continue du cercle. De l'item précédent on déduit
que le quotient de F'=! est l'inverse du quotient f de F.

e On en déduit que f est un homéomorphisme du cercle S*.

Exemple 4. e R, rotation d’angle 2w définie par R, (t) =t + «.
o Ay g définie par Ay g(t) =t + o+ (3 - sin(27t), avec B €]52, 5=|.

Ces deux exemples sont des applications differentiables F' de R de dérivée > 0 et
vérifiant F(x + 1) = x: elles passent donc au quotient par P en un homéomorphisme
du cercle.

e Plus géralement, on remarque que tout F' commutant avec la translation T} : x +—
x+1 est de la forme x +— F(x) = x+¢ ot ¢ est une fonction périodique de période
1. Réciproquement, si ¢ est une fonction périodique de période 1 qui est dérivable
en tout point, et si la dérivée ©'(x) en tout point x est strictement supérieure a
—1, alors la fonction F' définie par x — x + ¢ est un homéomorphisme croissant
de R qui commute avec T .

Le but de cette section est de voir la réciproque.

Théoréme 5. Soit f: St — S un homéomorphisme du cercle préservant lorientation.
Il existe un homéomorphisme croissant F': R — R tel que le diagramme suivant soit
commutatif:

F
R — R
P | | P
st — gt
f

De plus pour tout © € R on a F(x +1) = F(z) + 1 (on dit que F' commute avec la
translation x — x + 1).

Démonstration : L’existence du reléevement provient juste du théoreme de reléevement
des chemins dans un revétement: fo P: R — S! est un chemin dans S! et se reléve donc
sur R.

On peut aussi le voir simplement de la fagon suivante: pour tout x € R, la projec-
tion P induit une bijection de [z, z + 1[ sur S', qui est un homéomorphisme preservant
lorientation sur |x, z + 1[. On considere z € R tel que P(z) = h(0) (cad, z € P~1(h(0))).

On définit Fy: [0, 1[— [x,z + 1] par

Fo(t) = (P~ (h(P(t)))) N [z, 2 + 1.
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On définit alors F' sur R par F(t) = Fo(t — E(t)) + E(t) ou E(t) est la partie entiere
de t. On vérifie que F' est une bijection croissante de R, donc un homéomorphisme. Par
construction, F' commute avec la translation z — x + 1 et se projette sur f.

O

Exercice 16. Montrer que tout autre relevé continu de f est de la forme F + k avec
k € Z. On dit que le relevé est unique, a une constante entiere pres.

6.2. Rappel: dynamique des rotations. Soit R, la rotation de S' d’angle o € R/Z.

e Remarquons d’abord que toutes les orbites ont exactement le méme comportement:
la rotation Ry commute avec R, , donc conjugue R, a elle méme, et Ry (0) = s,
donc I'image de l'orbite de 0 est l'orbite de s.

e sia= g avec p A ¢ = 1 alors toute les orbites sont périodiques de période gq.

Théoréme 6. Si o € (R\Q)/ZZ, alors toute les orbites de R, sont dense dans le cercle
St: plus precisément, pour tout s € S* a(z) = w(z) = S*

Démonstration : On remarque que I' = P~*(orb(0)) = {m + na,m,n € Z}. Remar-
quons que c’est un sous groupe de R. Nous allons voir que I' est dense dans R. Pour cela
nous allons voir que I' contient des élément s > 0 arbitrairement petits.

Plus précisément

Lemme 6.1. Pour tout € > 0 il existe s € I'N|0, <.

Démonstration : On considere les éléments de la forme s, = na — E(na) € [0, 1].

Ces points sont deux a deux distincts, sinon « s’écrirait W € Q/Z. Comme
[0, 1] est compact, cette suite possede des valeurs d’adhérence ce qui implique qu’il existe

ny # ny tel que s,, < Sp, < Spy, + €. Alors s = s, — S5, est I’élément annoncé. O

Soit U un ouvert de R. Il contient un intervalle I d’interieur non-vide. Notons ¢ > 0
la moitié de la longueur de I en notons s un élément de I' donné par le lemme. Alors [
rencontre sZ en donc U N T # (). O

Remarque 24. L’espace des orbites d’une rotation rationnelle est un cercle. L’espace des
orbites d’une rotation irrationnel est un espace non-separé, muni de la topologie grossiere.

6.3. Nombre de translation d’un homéomorphisme de R commutant avec = —
x + 1. Soit F' un homéomorphisme de R qui commute avec la translation x — x + 1.
L’application F' — id est donc continue et périodique de période 1: (F —id)(x + 1) =
(F —id)(z). En particulier elle est uniformément bornée. On note m(F) et M(F) les
bornes inférieures et supérieures de F' — id.

Théoréme 7. Les suites {@}n;ﬁo et {M(:")}n#o convergent vers un meéme nombre
7(F) quand n tend vers £oo.
Pour tout x € R on a :

FTZ
im @) gy
n—+oo n

Le nombre 7(f) s’appelle le nombre de translation de F.
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6.4. Preuve du Théoreme 7. La preuve du Théoreme 7 est 1'objet du reste de cette
section. On présente ici la preuve classique de ce théoreme, qui se trouve dans de nombreux
ouvrages. En cours, j’ai présenté une preuve tr'es courte a ’aide de la preuve que nous
avons vue du théoreme d’Holder.

Lemme 6.2. (1) Pour toutn >k >0 ona:
m(F"™) +m(F*) < m(F") < M(F") < M(F"™") + M(F")
(2) Pour tout n,m € N on a :
s {2, Y,

et
mn mn

)

n m

)

n m

M) g { ML) 007

(3) Pour tout n on a:

m(F*) _ m(F?™) _ M(F?™Y  M(F?)
on — 2n+1 — 2n+1 — on

(4) MO w1

Démonstration : On écrit
F'(z) —x = F"*(F*x)) — F*(2) + F*(2) — 2 = (F"% — id)(F*(x)) + (F* —id)(z).
Le max d’une somme est inférieur a la somme des max donc
max{F"(z) — z,r € R} < max{(F" % —id)(z)} + max{(F* —id)(x)}.
Ce qui montre 'item (1).
On en déduit que pour tout m,n € N on a
max{F""(z) — z,z € R} <mmax{(F" —id)(z)}
et
max{F""(x) — x,x € R} < nmax{(F™ —id)(x)}.
On obtient donc:

M) MO M)

mn n m

On montre de méme %:n) > sup{@, #}, ce qui donne l'item (2) du lemme.
L’item (3) est une conséquence directe de I'item (2). Il reste a montrer l'item (4).
Considérons = € R qui réalise le minimum de la fonction (F™ — id) (ce minimum est
atteint sur [0,1] qui est compact). De méme, soit y € R qui réalise le maximun de
F™—id. Remarquons qu'il existe z € [z,z+ 1| tel que z —y € Z. Alors F™(z) < F"(2) <
Fr(z+1) = F"(x)+1, car F™ est une application croissante et que F"(x+1) = F"(z)+1.
Donc
F'z) —2<F'(z)+1—-2<F"(z)+1—o=(F"—id)(z) + 1L
De plus F""(z)—x < F"(z)—z, par choix de z. On vient de montrer que M (F")—m(F") €
[0, 1[. O

m(F2") M(F2")
o et =%

Corollaire 6.1. Les suites
n tend vers +o0o.

convergent vers une méme limite 7(f), quand
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Démonstration : D’apres litem (3) du lemme6.2, la plus grande des suites est
décroissante et la plus petite est croissante, elles convergent donc. D’apres l'item (4)

du lemme6.2, la différence tend vers 0, donc la limite est la méme. O
Corollaire 6.2. Les suites { ™) }n et {M(fn)}n7£0 convergent vers T(F) quand n tend
vers +00

Démonstration : On montre limsup (F L < 7(f) et liminf@ > 7(f). Pour

k
tout € > 0 on choisit & tel que M(;;Q L T(f) < e. On ecrit n = 2% . E(n/2%) + m avec
0<m < 2k,
Alors, d’aprees l'item (4) du lemme 6.2, on montre:

M(F") _ B(n/2Y)M(F”) L ME)

n n n
ok

Le premier terme est inférieur a M(Q}Z ) ¢t le second tend uniformement vers 0 (car

M (F™) prend un nobre fini de valeurs. O

Fin de la démonstration du Théoréme : Finalement pour montrer que la suite
F™(z)/n converge il suffit de voir que (F™(z) — x)/n converge (car x/n — 0), et @ <
Fn(x) = < (5 )| par définition de m(F™).

Pour les temps négatifs, il suffit de voir M(F~') = —m(F) et m(F~ ') = —M(F). En
effet, on écrit (F~! —id)(z) comme (Id — F)(F~(z)). O

6.5. nombre de rotation d’un homéomorphisme du cercle. Remarquons que si F}
et Fy sont deux relevés de f alors 7(Fy) — 7(Fy) =k = F) — Fy, € Z.

La classe modulo Z de 7(f) est bien définie. C’est un point p(f) € S* appelé nombre
de rotation de f.

Remarque 25. (1) Si f est la rotation R, alors p(f) = «.
(2) Si f posséde un point fize alors p(f) = 0.
(3) Si f posséde une orbite périodique alors p(f) est rationnel ¢’est-a-dire p(f) € Q/Z.

6.6. propriétés basiques du nombre de rotation : croissance et continuité. Voici
d’abord deux propriétés immédiates du nombre de translation :

Lemme 6.3. Si F' et G sont deux homéomorphismes de R commutants avec x +— x + 1
et si, pour tout x € R, F(x) < G(z) alors 7(F) < 7(G)

Lemme 6.4. Si F' et G sont deuxr homéomorphismes de R commutants avec x — x + 1.
Si F et G commutent alors 7(F o G) = 7(F) + 7(G).

Démonstration : Si F' et G commutent, alors ((FoG)"—id)(x) = (F"—id)(G"(x))+
(G™ —id)(x). O
Attention : ’hypothese de commutation de F' et GG est essentielle dans le lemme ci-
dessus. En general, le nombre de rotation n’est pas additif.

Exercice 17. Soit F' et G les fonctions de R définit par x — x + Brsin®(2rx) et z —
x + 1+ Bgsin?(27x), avee Br, Ba €0, [ Montrez que
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o I et G sont des homéomorphismes de R qui commutent avec la translationT' : x —
z+1

Montrez que les nombre de translations de F' et de G sont nuls.

Montrez que F' et G ne commutent pas,

Monterez que le nombre de translation de F o G est non nul. Indication: vous
vérifierez que, pour tout z, F(z) > x et G(x) > x. Vous montrerez alors que,
pour tout z on a F o G(x) > 0.

6.7. Homéomorphismes de nombre de rotation rationnel. Soit f: S! — S! un
homéomorphisme préservant l'orientation. On suppose que p(f) est rationnel, cést a dire
qu’il existe F' relevé de f tel que 7(F') € Q. Quitte a changer le relevé F' de f on peut
supposer T(F) € [0, 1].

Lemme 6.5. Si p(f) =0 alors f possede un point fize.

Démonstration : Alors 7(F') = 0. Supposons que F' n’ait pas de points fixes. Alors
il existe € > 0 tel que m(F) > e ou M(F) < —e.
Notons 7T la translation z — x + e. Dans le premier cas 7(F') > ¢ et dans le second
7(F) < —¢ ce qui contredit dans les deux cas 7(F") = 0.
O

Corollaire 6.3. Le nombre de rotation p(f) est rationnel si et seulement si f posséde des
orbite périodique. Si q est la période d’un point périodique, alors p(f) est de la forme ’5’
avec p A\ q = 1.

Démonstration : Sip(f) =% mod[Z] alors p(f?) = 0 ce qui implique que f¢ possede
un point fixe x qui est un point périodique de f. O

Remarque 26. Il existe des homémorphismes de S! posseédant des points fixes isolé.
Par exemple Agg: © — z + Bsin(27z), 8 € [52, 2] \ {0}
Notons A 5 le relevé de Ay s tel que 0 soit un point fixe de A s.
Remarquons que m(Apg) = —|5| et M(Apg) = |F]. On en déduit que T, o Ay g aura
des point fixes pour tout o € [—03, ].
en conséquence

p(Ro0Apps=0=p(Aop), pourtout «e -0, /0].

Cet exemple montre: que le nombre de rotation n’est pas additif.
Quand un nombre de rotation est rationnel, pour faire changer ce nombre de rotation
il faut détruire toutes les orbites périodiques....

6.8. Homéomorphisme de nombre de rotation irrationnel.

Théoréeme 8. Soit f un homéomorphisme du cercle tel que p(f) soit irrationnel. Il existe
une application continue croissante HR — R qui commute avec x — x + 1 et telle que
HoF =T, moH pour tout relevé F' de f. De plus H est unique a addition d’une constante
pres

Avant de prouver ce résultat, laisser moi le commenter un peu:
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: - L’application H serait un homéomorphisme si j’avais écrit ”strictement croissant”.
Mais H peu ne pas étre injectif. L’idée est que H peut avoir des "paliers”.

: - L’application H passe au quotient en une application h: S' — S! de degré
topologique 1.

: - L’application A est une semi conjugaison de f a la rotation R,(y.:

/
st - gt
h | 1 h
st - g
Ry(y)

: - Pour tout x, H'(x) est un segment I, et H(I,) = Ik, ;@)

On munit homeo(R) de 'ordre partiel G; < G5 si G = G5 ou si Gi(x) < Go(x) pour
tout x. On note Gy < Gy si G1(z) < Go(zx) pour tout z (cad G; < Gs et G1 # Gbs.

Soit F' un relevement de f, et soit 7 = 7(F) € R\ Q Notons Gr le sous-groupe de
homeo(R) engendré par F' et par la translation x — x4 1. Remarquons que tout élement
de Gr peut s’écrire G = F™ + n.

Notons I'; = Z + 77 le sous-groupe de R engendré par 1 et 7.

Lemme 6.6. Gr est totalement ordonnée pour < et Uapplication F™+n — m-7(F™+n)
est un isomorphisme strictement croissant de Gg sur I';.

Démonstration : Remarquons que, pour tout (m,n) # (0,0) ’homéomorphisme
F™ 4+ n n’a aucun point fixe: donc F™ +n < Id ou Id < F™ + n, par le théoreme des
valeurs intermédiaires.

Tout ces applications sont strictement croissantes: on en deduit que si G < G5 alors
G3 0 G < G50 Gy, pour tous G; € Gp.

Soient GG; et G5 deux élement distincts de Gr. Alors Ga—1 o G est un élément de Gr
donc est < id ou > id et donc GG; < G ou G5 < G, respectivement.

Remarquons que, comme G est un groupe commutatif, alors 7(F™ +n) = m7 + k. Le
nombre de rotation est un morphisme de Gr dans I'.. Ce morphisme est injectif car 7 est
irrationnel. Il est croissant comme on I’a déja remarqué O

Corollaire 6.4. Pour tout x,y € R on considére Gr(x) = {G(x),G € Gp} et I';y =
{y +m7 +n}. Il existe une bijection croissante H,, de Gp(x) sur 'z qui a G(x) associe
y+7(Q).

Démonstration : On a vu que I'application que a G associe G(x) est injective et
strictement croissante, donc est une bijection croissante, et de méme l'application qui a
(G associe son nombre de translation. O

Corollaire 6.5. L’application H,, se prolonge de fagon unique en une application crois-
sant de R dans R. De plus elle commute avec s — s+ 1 et Hy o F' = R, 0 H,,.

Démonstration : Le prolongement unique est du au fait que I';y est dense dans R,
car T est irrationnel.
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L’unicité fait qu’il suffit de vérifer les deux autres propriétés sur la partie Gp(z). On
considere un élément G(z) € Gr(x)
Hyy(G(z) + 1) =y + 7601 =y + 7+ 1,
et
H, ,(F(G(z)) =y+Treg = (y+71¢) + T
O

Pour montrer le théoreme il suffit a présent de montrer 'unicité, a une constante pres.
Pour cela il suffit de remarquer que, si deux application coincident en un point z, elles
coinciendnt le long de l'orbite pour Gr, 'image étant l'orbite pour I'; de l'image de
z. Cette orbite étant dense et les applications étant croisssante, c’est I'unicité dans le
lemme 7?7 qui assure 1’égalité.

L’application H,, — H, ,(0) convient en envoie 0 sur 0 donc coincide avec Hy .
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7. MINIMAUX

Soit G — Homeo(X) une action d’un groupe sur un espace X. On rappel qu'un
ensemble minimal sous l'action du groupe G est une partie Y C X telle que

e Y est invariante sous G: quelque soit g € Gona g(Y) =Y.

e Y est fermée

e Y est minimal pour cet propriétés: si Z C Y est une partie fermée invariante alors
Y =17

Une caractérisaton est que Y est minimal si pour tout x € Y de 'orbite de = est dense
dans Y:

VeeY, Orbz,G)=Y.

On a vu que sur les espaces compacts toute action admet un minimal. Ce n’est pas
vrai en général sur les espaces non compacts. Voici un exemple abstrait, un peu trop
compliqué.

Exemple 5. On considere l’espace métrique compact [0, 1]% avec comme distance
+00 A
d((z:)(y:)) = > _ 27 a; — .

On note X la partie non-compacte de [0, 1% dont les points n’ont qu’un nombre fini de
coordonnée égale a 0 ou a 1:

X = {(z5) € [0, 1)%# ({3, 2 € {0,1}}) < o0}

On consiére un homéomorphisme de [0,1] tel que f(x) < x sir x # 0,1. Pour tout
i € Z, on défini alors fi, 'homéomorphisme de [0,1]% qui consiste a appliquer f a la i°™®
coordonnee, et a laisser les autres inchangées.

Alors le groupe engendre par les f; agit naturellement sur X, car X est un ensemble
invariant par chacun des f;. De plus l'action du groupe < f;,1 € ZZ > sur X n’a pas de
mainimal.

Démonstration : En effet, pour tout z = (x;) € X , fixons i, tel que z;, ¢ {0,1}.
L’orbite de x s’accumule sur le point (y;) definie par y; = x; pour i # i et y;, = 0. Par
contre 'orbite de y est contenue dans le fermé {z;, = 0}.

O

Le but de cette section est de caractériser les actions sur [0, 1], S* ou R possedant des
minimaux ainsi que de classifier les minimaux possibles.

7.1. Le segment.

Proposition 7.1. Soit G C Homeo,([0,1]) un groupe agissant sur [0,1]. Alors tout
manimal sous l'action de G est un point fixe commun a tous les éléments de G.

Démonstration : C’est tout simple: pour tout z € [0,1], y = inf G - = est un point
fixe commun aux éléments de G. O
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7.2. Le cercle.

Théoreme 9. Soit G C Homeoy (S*) un groupe agissant sur le cercle S* en préservant
Porientation. Alors on a les 3 possibilitiés suivantes (qui s’excluent deuz a deux):

(1) L’action est minimale: toute orbite est dense.

(2) Tout minimal est une orbite finie. Dans ce cas toutes les orbites finies ont meme
cardinal.

(3) Il existe un unique minimal qui est homéomorphe a l’esemble de Cantor.

Démonstration :

On suppose que l'action de G n’est pas minimale (sinon il n’y a rien a faire).
Si G a une orbite finie. On oriente cycliquement cette orbite xg,...,x,_1, T, = xg.
On note I; = [x;,x;41]. Alors chaque élément g € G induit une permutation des I; et

pour tout ¢, j il existe g € G tel que g(I;) = 1.

On en déduit que si K C S! est un fermé invariant, alors K N I; # 0 pour tout 3.
Notons z; = inf K N [;. Alors {z;} est un fermé invariant contenu dans K. Donc si K est
minimal, K N I; est réduit a un point. Ce qui termine la preuve dans ce cas.

Si G n’a aucune orbite finie. On a supposé que G possede une orbite xy qui n’est ni
dense ni finie. L’adhérence de l'orbite G - zy contient un minimal K qui n’est pas fini, et
est differente de S*.

Soit I une composant connexe de S*\ K. C’est un itervalle ouvert. Remarquons que,

pour tout g € Gona g(I)=1oug(l)NnI=170.

Affirmation 14. Il existe une famille infinie g, € G, n € N telle que les g,(I) soient
deuz a deux disjoints.

Démonstration : Dans le cas contraire, les orbites des extremites de I seraient finies,
contredisant 1’hypothese. O

Remarquons que la somme des longueurs des g, (I) est majorée par 1, donc
lirf l(gn(1)) = 0.

On en déduit que, pour tout = € I, 'adhérence de l'orbite de x rencontre K. Mais
G-z N K est un compact invariant par G et contenu dans K donc est egal a K. Donc
KcG- .

On a montré que tout orbite de S' contien le minimal K dans son adhérence. En
particulier K est I'unique minimal. O

On conclut la preuve du Théoreme par la proposition suivante:

Proposition 7.2. Si K est un un minimal d’une action sur S*, que K # S* et K n’est
pas fini, alors K est homéomorphe a l’ensemble de Cantor.

Plus exactement, il existe un homéomorphisme de S' qui envoie K sur l’ensemble de
Cantor diadique.

Démonstration : K est d'interieur vide: sinon son bord serait un compact invariant
plus petit. Il est donc totalement discontinue (les composante connexes sont des points).
De plus il est sans point isolés: en effet le dérivé de K (K moins 'ensemble des points
isolés) serait éaglement un compact invariant plus petit. O
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Le Cantor diadique C est ’ensemble des points de [0, 1] qui admettent un dévelloppement
en base 3 qui n’utilise pas le chiffre 1. Autrement dit il consiste a considérer la suite de
compact définie par récurrence de fagon suivante:

L C10 = [07 1] =)
o (1 =Cy\|1/3,2/3[=10,1/3|U[2/3,1] =1, UL,

) Cy = O\ Uper UL, B2

= [0,$]U[9,3] 551U I[5.1]
= IO()UI()1U110UI

ko k+1
z+1 C \ U z+1’ 3:_1 [_ U I/L

k=1[3i+1] pe{0,1yi+1
ou, pour tout 4 = (€;)1<j<i+1 le segment Iy est défini par
i+1

e ctc...

Alors C = [,y Ci est l'intersection d'une suite décroissante de compacts non vide donc
est non vide.

On remarque que pour tout 7 les segments (/u),cq0,13: sont deux a deux disjoints. La
relation d’ordre sur R induit donc sur cet ensemble une relation d’ordre. On remarque que
pour tout 1 = (€;)1<j<; on a I, et L1 sont les deux seules conposantes de C;41 contenues
dans I,,. De plus I,, < I,,. On en déduit que, pour tout ¢, I'ordre induit par celui de R
sur 'ensemble des les segments I, u € {0,1}" coincide avec 'ordre lexicographique sur
les mots pu.

Pour tout = € C on note p(xz) € {0, 1} la suite infinie pu(z) = (¢;(z))ien- telle que :

{33'} = ﬂ Im...si

On munit {0, 1} de la distance 6((a;)(b;)) = Z] 57la;—;|, et de 'ordre lexicographique.
Par construction on obtient:

Lemme 7.1. L’application x +— p(z) est un homéomorphisme croissant de C, muni de
la topologie et de lordre induit de R, sur {0,1}" muni de la distance § et d ’ordre
lexicographique.

Lemme 7.2. Soit K C R un compact d’intérieur vide et sans points isolé. Alors il existe
un homéomorphisme de R qui envoie K sur C.

Démonstration : La preuve consiste a refaire pour K la construction que nous avions
faite pour C.

On contruit par récurence une suite de familles de segments (J,),cq0,1}:de la fagon
suivante:

e J = [inf K,sup K| = [a, }]
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e On choisit un point x €la + b_Ta, b— b_T“[ tel que z ¢ K. C’est possible car K est
d’intérieur vide. On note Jy = [a,sup K N [a,z]] et Jy = [inf K N [z,b], ], et on
note J() = [(lo, bo] Jl = [al, bl]

e Pour tout p € {0,1}" on note z, €]a, + b“g““ by — b”;a“ [ tel que z, ¢ K. On note
Juo = lay,sup K N [a,, z,]] et Jo = [inf K N [z,,b,],b,], et on note J,0 = [au0, buo)
J1= [Cl,mbm].

On remarque que J, N K = (J,0 N K) U (J,, N K), que les segments J,o et J,; sont
disjoints, et que J, est inférieur a J,;. Finalement on remarque que la longueur £(J,;)
est inférieure a 2¢(.J,). On en déduit que la longueur de J,, est inférieure a (2)“*), ou (p)
est la longueur du mot pu.

On considere Iapplication x +— v(z) € {0, 1} qui & x associe le mot infini tel que

{z} = ﬂ Jey.ei

On vérifie que c’est un homéomorphisme croissant.
L’application ! ov: K — C est donc un homéomorphisme croissant.
On complete cet homéomorphisme de fagon affine sur chaque composante du complémentaire.
O

C’est en fait une propriété plus générale, valable sur des ensembles no plongés dans R.

Lemme 7.3. Tout compact metrique totalement discontinu sans point isolé est homéomorphe
acC.
7.3. La droite: un exemple d’action sans minimal. Soit /,, C R une suite stricte-
ment croissante de segment compacts d’intérieur non-vide, tels que I,, est contenu dans
l'interieur de 1,1, et que R =, /,,. Soit f,,: R — R un homéomorphisme vérifiant

o fulx)=xsix ¢,

o fu(x) >xsixe Int(l,)

o f.(l,_1) est disjoint de l'intérieur de I,

Proposition 7.3. Le groupe engendé par les f, n’a pas de minimal sur R.

Lemme 7.4. Notons a, = sup I,,, et notons F,, l’adhérence de l’orbite de a,,. Alors
(1) Fn+1 - Fn
(2) F,NIntl, =0
(3) ﬂ F, = 0

Démonstration : L’orbite de a, pour f, 1 converge vers a,y;. On en déduit que
F,+1 C F,. Regardons un plus petit mot i;....i5 tel qu'il existe ¢; € {—1,1} tels que

fifo....o fi! envoie I'un des a; dans I'intérieur de I;. Notons by = a,, by = f;'(an), ...,

bir1 = /7 (b)).

Ce mot (iy,...,%) ne contient aucune lettre i; < i. En effet si i; est 'une des lettres,
Ji; est sans effet sur b;_; a moins que le point b;_; soit déja revenu dans l'itérieur de I;
ce qui signifie un mot plus court.

Considérons ¢ = sup{i;,j € {1,...,k}}. Remarquons que ¢ > 4. Sinon toute les lettres
sont fiﬂ.
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Notons J l'ensemble des j tels que 7; = . Notons p = inf J. Alors b, ¢ I, 1. Donc
les f,, avec n < £ sont sans effets sur b,. On en déduit que p+ 1 € J. Sinon le mot ne
serait pas le plus court.

Si€,q1 = —€y, le mot nétait pas reduit, donc pas le plus court. Donc €,,41 = €,. On en
déduit p+2 € J et €42 = €,. Ce raisonnement se poursuit, par induction, indefiniment,
amenant une contradiction avec le fait que by € I;.

O

7.4. La droite: Criteres pour l’existence d’un minimal. On vérifie facilement le
lemme suivant:

Lemme 7.5. S’il existe x tel que G.x admette un majorant (ou un minorant); autrement
dit si
inf{|inf G - z|, |sup G - x|} < +o0,

alors, toute orbite de G est ou bien majorée, ou bien minorée. Tout minimal est un point
fixe commun a tout élément de G. L’adhérence de toute orbite contient un tel minimal.

Démonstration : Supposons que G.x est minoré et notons y = inf G - z. Alors y est
un point fixe commun aux élément de G. Comme les éléments de GG prérvent 'orientation,
on en déduit que y est un majorant des orbites Gz pour z < y et un minorant des orbites
Gz avec z > y. O

Lemme 7.6. S7il existe un segment compact J tel que toute orbite rencontre J, alors
l’adhérence de toute orbite contient un fermé minimal.

Démonstration : Quitte a augmenter un peu J, on peut supposer que toute orbite
rencontre l'intérieur de J.

Etant donné x, on considere ’ensemble des compacts contenus dans Gz N J qui sont
intersection d’un fermé invariant avec J, muni de I'inclusion. C’est un ensemble inductif,
on prend un plus petit élément K.

Pour tout y € K, I'adhérence de 'orbite de y intersection avec J est un compact plus
petit donc égal. On en déduit que I'adérence de toute orbite contient I'union des orbites
de K.

Pour terminer, il reste a voir que I'union des orbites de K est un ferme. Soit z dan
I’adhérence du saturé de K. L’orbite de z rencontre 'interieur de J, par hypothese. Elle
est accumulée par des points dans J d’orbites de K. Ces points sont dans K. Donc le
point limite aussi. Donc z appartient a l'orbite d’'un point de K.

O

Corollaire 7.1. S’il existe g € G sans point fize, alors l’adhérence de toute orbite contient
un minimal.

Plus généralement: S’il existe une famille finie g1, ... g, sans point fize commun, alors
l'adhérence de toute orbite contient un minimal.

Démonstration : en tout point z de R notons f(z) = sup{g:"*(x),i € {1,...,n}}.
C’est une fonction continue croissante, dont les orbites sont dans celles de G. Comme
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il n’y a pas de point fixe commun f(z) > x. Donc toutes les orbites vont de l'infini a
l'infini,et toutes les orbites rencontrent [0, f(0)]. O Plus généralement , il suffit:

Corollaire 7.2. Sl eriste une famille G C G telle qu’ en tout x on a 0 < sup,cg g() —
T < 00...

Démonstration : La fonction x +— sup,cg g(x) est alors croissante, et semi continue
inférieurement. Cela suffit a montrer que toute orbite tend vers +00. On en deduit que,
pour tout z il existe une suite g; tel que z; = g;(z;_1) tend vers 400 et rencontre [0, f(0)].
(I

Corollaire 7.3. St G est finiment engendré, il posséde un minimal.

7.5. La droite: Classification des minimaux. Notons C 'unions d’ensemble de Can-
tor contenus dans [27, 2 4 1].

Lemme 7.7. Soit G C Homeo(R) ayant un minimal K .alors l’adhérence de toute orbite
contient un minimal. De plus, on a les possibilités exclusives suivantes:

(1) toutes les orbites sont denses: K =R est ['unique minimal.

(2) tous les minimaux sont des points fixes de l'action de G.

(3) tous les minimauz sont chacun une orbite fermee de G, qui est un ensemble discret.
De plus il existe g € G sans points fixes tel que ces minimauzx soitent chacun une
orbite de g.

(4) il existe un homéomorphisme de R tel que l'image de K soit C. K est de plus
l'unique minimal de G et est contenu dans ’adhérence de toute orbite.

Démonstration : On suppose que G possede un minimal K. Toute orbite de K est
dense dans K.

(1) Si K =R, toute orbite est dense dans R, ce qui est le premier cas.

(2) Si K est majore ou minore alors K est reduit a un point fixe commun aux element
du groupe (en effet supK ou infK sont des fermes invariants plus petits, donc
egaux a K). Dans ce cas toute orbite est majoree ou minore et tout minimal est
un point fixe: on est dans le second cas.

(3) si K possede un point isolé, alors tous les points de K sont isolés: en effet le derive
de K est alors invariant et strictement plus petit, donc vide. K est dont une suite
d epoint allant de moins I'infini a plus I'infini. Ordonons la de fagon croissante x;.
Soit f € G tel que f(zg) = xy alors f(x,) = x,41 car f laisse invariant la suite et
est croissante.

On en déduit que toute orbite rencontre [xg,z1]. Remarquons que pour tout
relR

Gr = Uf’(Xx N [z, 21]).

On considere le centralisateur C'(zg) de zg. Les element de ce centrlisateur fixent
tous les z;. En particulier ils laissent invairant [zg,z1] et induisent une action sur
[0, 21] Tout minimal pour cette action est un point fixe commun aux element de
X (xp). On en déduit que les minimaux de G sont les orbites par f des points fixes
communs au centralisateur C(x).
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(4) Si K est sans point isole. Alors il existe un homéomorphisme de R qui envoie
K ur C. De plus comme toute orbite de K es dense dans K, étant donné une
composante connexe I de R\ C, il existe g; € G tel que g;(I) converge vers un
point de K.

On en deduit que tout orbite de R est adhérente a K.

O

Corollaire 7.4. Soit G un groupe agissant sur R, et possédant au moins 1 minimal.
Alors l'union des minimaux est fermée dans R.

Démonstration : La reponse est directe s’il existe un unique minimal: c’est le cas
d’une action minmal ou d’un minimal homéomorphe a C. L’ensemble des points fixes de
I’action est aussi un fermé. Reste je cas des orbites fermées discretes. Rappelons que,
dans ce cas, il existe € GG tel que les minimaux soient les orbites de g qui sont invariantes
par G. On verifie faclement que si z,, — z et si Gx,, = Orb(z,, g) alors Gz = Orb(z, g).
([

7.6. Hierarchie des d’orbites. Soit G C homeo(X) un groupe agissant sur un espace
metrique X.
On considere la relation d’équivalence sur X définie par

r~y<= Gr=Gy

Autrement dit, I'orbite de @ s’acccumle sur y et vice versa. B

On note X l'ensemble des classes d’équivalence de la relation ~. L’ensemble X est
muni d'un ordre naturel: 7 < g si G.z C G.y, ou z et y sont des representant des classes
T et g.

Les minimaux quand ils existent, sont les points minimaux pour cet ordre.

e On dit que x est de hauteur 0 si x appartient a un minimal de G.

e On dit que x est de hauteur 1 si x n’est pas de hauteur 0 et si toute orbite contenue
dans G.z est ou bien de hauteur 0, ou bien équivalente & . Notons X, I’ensemble
des point de hauteur 0: c¢’est un ensemble invariant par G. On considere I’action
de G sur X — X induite restriction de celle sur X. Le point x est de hauteur 1 s’il
appartient a X — X est s’il appartient a un minimal de 'action de G sur X — X,.

e On définit ainsi les points de hauteur £ + 1 comme ’ensemble des points qui ne
sont pas de hauteur k, et tel que tout y € G.z est ou bien de hauteur k, ou bien
équivalent a x. Cela revient a considérer les minimaux de I'action de G sur le
complémentaire X — X} de I'enble des point de hauteur k.

On dit qu'une orbite est de hauteur fini s’il existe k € N telle que cette orbite soit de
hauteur k.
exemple:

Proposition 7.4. Si G C Homeo(R) est un groupe abelien finiment engendré agissant
sur R, alors tout feuille est de hauteur finie, bornee par le nombre de generateurs k de G.
De plus, pour tout 0 < i < k, l"union des points de hauteurs inférieure ou égale a i est
fermé.
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Démonstration : On procede par récurrence sur le nombre k de générateurs de G, le
cas k = 1 étant facile: si G =< g > alors ou bien g est sans point fixe, alors les minimaux
sont les orbites de g. Ou bien g possede un point fixe. Alors toute orbite de la restriction
de g & R\ Fiz(g) est un minimal de cette restriction: dans ce cas, les orbites non fixes
sont des points de hauteur 1.

Supposons donc la proposition prouvee pour tout ¢ < k, et déduisons en la proposition
pour k. Soit Xy I'ensemble des points de hauteurs 0, c¢’est a dire I'union des minimaux
de G. Nous avons vu que c’est un fermé de R. Chaque composante connexe de R\ X
est un intervalle ouvert I.

Notons G le stabilisateur de I.

Affirmation 15. G; a au plus k — 1 générateurs.

Démonstration : Sinon le quotient serait un reseau, ce qu implique que tout g € GG
possde un itéré. O
O
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8. UN CRITERE POUR PROUVER QU’UN GROUPE EST LIBRE: LE PING-PONG

8.1. semi-groupe (monoide) libre a 2¢-generateurs. On considere [y = {0} et pour
tout entier k > 0, on note Z, = {1,...,£}* x {—1,+1}*. On note Z I'union disjointe des
Zi. Clest 'ensemble des mots finis dont les lettres sont les (i,¢) € {1,...,{} x {—1,1}.
Un élément I de Z est une suite finie I = ((i1,€1),. .., (ix,€x)). Le nombre k s’appelle la
longueur du mot et est notée £(1).

On munit Z de la loi de concaténation qui consiste a mettre bout a bout les mots. Si
T = (xiygi)ie{l,...,l} et y = ((yjaij)je{L...,m} alors xy = (Zkal/«k:)ke{l,...,l-i-m} avec (zj, f;) =
(wi,ei) pour © € {1,...,1} et (245, pusj) = (y;,0;) pour j € {1,...,m}.

Le mot vide est I’élément neutre (& droite et a gauche) de cette loi.

8.2. réduction d’un mot. On dit qu'un mot y est une réduction d’un mot x si on peut
ecrire © = a((i,€)(i, —¢))b et y = ab. Autrement dit, le mot y est obtenu a partir du mot
x en supprimant une paire ((z,¢)(i, —¢)).

On dit que deux mots x et y sont équivalents s’il existe une suite finie x = xg, ...,
xj, = y telle que pour tout i € {0,...,k — 1} on ait ou bien x; est une réduction de x;,;
ou bien z;,; est une réduction de z;.

Lemme 8.1. Cette relation est une relation déquivalence. On note x =~ y.

Un mot I = ((i1,€1), ..., (ix,€x)) est dit réduit si 'on a
VJ € {1, .. .,k — 1}, (Z] = ij+1) = (€j = €j+1) .
A tout mot fini I = ((i1,€1), ..., (i, €x)) on associe un mot réduit reduc(l) de la faon
suivante:

e si [ est réduit reduc(l) = I.

e si [ n’est pas réduit notons I; le mot obtenu de facon suivante. On considere le
plus petit j tel que (i;41,€j41) = (ij, —¢;) et supprime la paire j,j + 1 du mot.
On obtient un mot de longueur strictment plus petite. Aprese au plus £(1)/2 telle
operation on obtient un mot réduit.

8.3. Le groupe libre a /-générateurs. On vérifie facilement que

Lemme 8.2.
(x >~y and z ~ w) = vz ~ yw

On notera ¢; = (i,1) et e; ' = (i, —1).

Lemme 8.3. Le quotient de Z par la relation ~ est un groupe noté I, , engendré par la
famille eq, ..., ey et appelé le groupe libre a £ générateurs.

Le groupe F; est caractérisé par la propritété universelle suivante:

Lemme 8.4. Etant donné une famille finie (x1,...,x,) d’éléments d’un groupe G. Il
existe un unique homomorphisme de groupe p: Fy — G tel que p(e;) = x;.

Démonstration : On définit d’abord une application ¢ du monoide libre a 2¢ générateurs,
a valeurs dans G, qui a la suite (i;,¢;) associe le produit xflle:

On vérifie facilement que o(z.y) = ¢(z)p(y) et que o((i,—1)) = p(i, 1)}
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On vérifie sans peine que, si y est une réduction de z alors p(z) = ¢(y).

On en déduit que si x ~ y alors p(x) = p(y). L’application ¢ passe donc au quotient
par =~ en une application p: F, — G qui envoie e; sur x;.

On vérifie que p est un morphisme.

L’unicité vient du fait qu'un morphisme est entierement détermine par 'image de ses
générateurs. O

Remarque 27. Si G, {y1,...,ys) posséde cette méme propriété universelle, alors il existe
un isomorphisme de groupe envoyant e; sur y;.

On appelle groupe libre a ¢ générateur tout groupe isomorphe a [F,.

8.4. Groupes définis par générateurs et relations. Etant donné un groupe G ayant
une famille finie x4, ..., xy de générateurs, on considere le morphisme ¢ de F; dans G qui
associe x; & (i,1). Alors G est isomorphe au quotient de F;, par le noyau du morphisme.

Si le noyau du morphisme ¢ est le sous-groupe distingué engendré par la famille {w; } ;s
d’élélents de Fy, on dit que G est le groupe engendré par les générateurs x; et les relations
w;. La donnée des z; et des w; est une présentation du groupe G. On note:

G=<u,...,05wj,j€J>.

On dit que le groupe G est de présentation finie si le noyau admet une partie génératrice
(en temps que sous-groupe distingué) finie.

8.5. Le ping pong a ¢ générateurs. Soit X un espace topologique, et f, g € Homeo(X).
On dit que f, g forment un ping-pong s’il existe A, B,C, D C X deux a deux disjoints,
tel que

X\NAUBUCUD # 0.
JIX\B)CA
fUXN\NA) CB
9(X\D)cC
e g (X\C)CD

Remarquons que f(X \ B) C A<= f~Y(X \ A) C B Eneffet X\ B C f~'(A4). Donc
X\ fYA) c X\ (X\B)soit f/H{X\A)CB.

Plus généralement, fi,..., f, forment un Ping Pong a ¢ générateurs s’il existes des
parties Ay, By, ... Ay, By deux a deux disjointes telles que, pour tout ¢ on ait

fi( X\ By) C A;.

Théoreme 10. Si fi1,... f; forment un ping pong, alors le groupe engendré par les f; est
un groupe libre a £ générateurs.
Plus precsiement le morphisme de Fy — Homeo(X) defini par e; — f; est injectif.

Démonstration : Comme chaque élément de F, est représenté par un mot réduit, il
suffit de verifier que 'application naturelle sur le monoide libre est non nulle sur les mots
réduit.

Fixons po;_1 € A;, p2; € B, pour tout 1.
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Soit x = (i;,¢;) un mot réduit. On montre par récurence sur la longueur ¢(z) que, il
existe 7 € {1, ..., 20 tel que p(p;) € A; st (i1,ex) = (4,1) et p(p;) € B; si (i1, ;) = (4, —1).
En particulier, p(x) n’est pas I'identité. O

Remarque 28. La preuve du théoréme montre également que tout mot de F, possede
une unique écriture par un mot réduit: en effet, on est cappable d’exhiber sa premiére
letter, et on applique le méme raisonnement au mot privé de sa premiere lettre, obtenant
la seconde lettre, et aisni de suite.

8.6. exemples de Ping Pong.

Théoreme 11. On considére laction naturelle de PGL(2,R) sur S' = RP'. Soient f et
g deux élément hyperboliques de PGL(2,R), dont les directions propres sont deux a deuz
distinctes.

Alors il existe n > 0 tel que le groupe engendré par f" et b™ soit libre.

Démonstration : On choisit des segment A B C' D disjoints du cercle, tel que
I'intérieur de A contient le point fixe attracteur de f, l'intérieur de B contient le point
fixe répulseur de f, 'intérieur de C' contient le point fixe attracteur de g, l'intérieur de D
contient le point fixe répulseur de D.

On remarque que pour n assez grand, f*(S*\ B) C A et ¢g"(S*\ D) C C ce qui monter
que 'on a un Ping Pong. O

Exercice 18. Soit G un groupe isomorphe a un sous-groupe du groupe affine. Soit p: G —
PSL(2,R) un morphisme. On suppose que p(G) contient deux éléments A et B qui ont
chacun deuz valeurs propres réelles et de modules distinctes (autrement dit, A et B vues
comme agissant sur S* sont des éléments hyperboliques).

Montrez que A et B ont une direction propre commune. Indication: on montrera que,
pour tout z,y € G, [[z,y], z[z,y]z 7] = eq.

8.7. Consequences.

Corollaire 8.1. L’écriture d’un mot d’un groupe libre par un mot réduit est unique.

Corollaire 8.2. Soit Fy le groupe libre a deur gérateurs (z,y). Alors les parties (z, yxy™", ...,y "xy™™)
engendrent toutes des sous groupes libres a n generateurs.

Le sous groupe engendré par tous les y"xy~" n’admet pas de systéme fini de générateurs.

Démonstration : Considérons un Ping Pong f,g: X — X avec ses parties associées
A B,C,D f(X\B)CAet g(X\D)cCC.

Alors les parties A, B, g(A), g(B), g(C) sont disjointes deux a deux (car A, B, C, D sont
disjointes deux a deux ce qui impi g(A), g(B) et g(C) sont trois parties disjointes de C'.
De plus

9fg~ (X \ g(B)) C g(A)

On montre alors par récurrence que les parties A, B, g(A), g(B),...g"(A), ¢"(B) sont

disjointes deux a deux et que

9"fg7" (X \g"(B)) C g"(A).
On a donc un Ping Pong associé & la famille de fonctions f,gfg~t, ..., ¢"fg™™, ....
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En fait on peut montrer:
Théoreme 12. Tout sous groupe d’un groupe libre est libre.

C’est un résultat difficile. Je n’en connais pas la preuve.
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9. GROUPES LIBRES ENGENDRS PAR DES HOMEOMORPHISMES GENERIQUES

9.1. Topologie de I’espace des Homeomorphismes ou diffémorphisme. Soit X
un espace compact métrique. On munit Homeo(X) d’une distance

d(f,9) = 22§{d(f(x),g(x)), d(f(z), g (x)).

La toplogie associé a cette distance est la C°-topologie.
On vérifie

Lemme 9.1. Homeo(X) est un groupe topologique: le produit et le passage a l'inverse
sont continus. De plus Homeo(X) est un espace métrique complet.

Soit M une variété compacte. On munit Dif (M) de la distance
d'(f,9) = sup(d(f(x), g(x)) + [ Df (z) = Dg(x)l| + | D*f(z) = D*g(x)l| + ...

zeM

C’est, expressions sont a calculer dans des cartes locales.

Munis de ces distances, Dif f"(M) est un espace metrique localement complet. Des
fermes complets sont les ensembles de difféomorphisme dont la norme de Df et de D f~1
sont bornées par une constante K. Cela forme une exhaustion par des fermés complets,
chacun etant contenus dans l'intérieur de l'autre.

On a une métrique complete induisant la méme topologie en considérant la distance :

d'(f,9) = ig}g(d(f(x), 9(@)+|Df(2)=Dg(@)ll+|Df " (x)=Dg~" (2)|+|| D* f(z)=D*g () ||+ .. ..

9.2. Propriété génériques. Si X est un espace métrique complet, il vérifie la propriété
de Baire:

Théoreme 13. St X est un espace métrique complet, alors pour toute famille dénombrable
O;,1 € N d’ouverts denses, l'intersection (\,cy O; est une partie dense.

Une partie de X est dite résiduelle si elle contient une intersection dénombrable d’ouverts
denses.

Une proprié P est dite générique sur X si elle est vraie sur une partie résiduelle de X'.
Par abbus de langage, on dit que les points génériques de X vérifient P.

9.3. Groupes libres engendrés par des homéomorphismes génériques.

Théoreme 14. (Ghys) Il existe une partie résiduelle F C Homeo(S')? telle que pour
tout (f,g) € F le groupe engendré par f et g est libre.

(ce théoreme reste vrai si on remplace S' par n’importe quelle variété compacte (ou
meme non compacte mais il faut preciser la topologie utilisee) et pour les diffeomorphismes
de classe C" pour r quelconque).

Ce théoreme est une conséquence de la proposition suivante:

Proposition 9.1. Pour tout mot réduit w de Fy I’ensemble des paires (f,g) € Homeo(S*)?
qui vérifie la relation w est d’intérieur vide.

On dit que la relation w est vérifié sur un triplet (z, f, g) si 'homéomorphisme w(f, g)
admet r comme point fixe.
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Lemme 9.2. Pour tout mot w, l’ensemble des triplets (x, f, g) qui vérifient w est un fermé

de S' x Homeo(S')2.
Cette proposition est elle méme conséquence du lemme suivant.

Lemme 9.3. Pour tout mot réduit w ’ensemble des triplets (z, f,g) € S* x Homeo(S')?
qui vérifient la relation w est d’intérieur vide.

Démonstration : On fait une preuve par I’absurde en supposant qu’il existe un
ouvert de tiplets (x, f,g) qui vérifient une relation w définie par un mot réduit. On
considere le mot w = wy, ... w; de plus petite longueur tel que qu’il existe un tel ouvert
O C S' x Homeo(S")? sur lequel w est vérifié.

Remarquons que pour tout ¢ < k£ et pour tout mot réduit m = m; ..., my, I'ensemble
des (z, f, g) tels que la relation m est vérifiée sur (z, f, g) est un fermé (d’apres le lemme)
d’intérieur vide. L’ensemble des mot réduit de longueur inférieur a k est fini. L’union
d’une famille finie de fermés d’intérieur vide est un fermé d’intérieur vide.

On en déduit qu’il existe un ouvert dense Oy dans O pour lequel aucune relation de
longueur inférieure a k n’est vérifie. Cet ouvert contient un ouvert produit U x Oy x O,.

Prenons (z, f,g) dans cet ouvert. Notons zy = x et pour tout i notons et x; =
wi(f,g)(z). Les x; sont des points deux a deux distincts. On fait une perturbation de
’homéomorphisme h = w;(f,g) € {f,g, [, ¢ ' & support dans un voisinage U de xj_;
disjoint des z;,j # k — 1 de fagon que h(zx—1 # =. On a toujours we1(f,9)(x) = Tp_1.

Mais w(f, §)(x) # x ce qui contredit le choix de .

O
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10. GROUPE AFFINE PAR MORCEAU
On considere le sous ensemble P.A C Homeo,([0,1]) qui sont affines par morceaux.
Théoréme 15. Le groupe PA ne contient pas de sous groupe libre a deux générateurs.
Plus précisément, nous allons montrer

Proposition 10.1. Tout sous groupe non monogene a deux générateurs contient un sous
groupe abélien libre de rang deux.

On conclut en utilisant le fait que tout sous groupe du groupe libre est libre (ce ne peut
donc pas étre un sous-groupe abélien libre a deux générateurs.
Nous allons utiliser

Lemme 10.1. Soient hy et hy deuz homéomorphismes de [0, 1], de support disjoints, et
tels que h; # id pour i = 1,2. Alors le groupe engendré par hy et hy est isomorphe a Z2.

On peut faire une preuve directe de ce lemme. On peut aussi remarquer que Homeo, ([0, 1])
est sans torsion. Un groupe abélien est donc toujours un groupe abélien libre. Il n’est pas
monogene, (sinon tous les é‘léments auraient le méme support), il est donc libre a deux
génerateurs.

On considere I'ensemble Fiz(f,g) des points fixes communs a f et g. Comme f et g
sont affine par morceaux, Fiz(f,g) est I'union d’un nobre fini de points et de segments.
En particulier, [0,1] \ Fiz(f,g) a un nobre fini de composantes connexes. Nous noterons
I,..., I les adhérences des composantes connexes de [0, 1] \ Fiz(f,g).

Nous utiliserons le lemme suivant, sur chacune des composantes I;.

Lemme 10.2. Si f et g sont des homéomorphismes croissants de [0,1] sans points fizes
communs sur |0, 1], alors, pour tous x,y €0, 1], il existe un élément h du groupe engendré
par f et g tel que h(x) < y.

Démonstration : On considere juste 'application hy = inf{f, g, f~'g™'} qui est un
homéomorphisme sans points fixe sur U'intérieur |0, 1[. O

10.1. Preuve du Théoreme. On suppose que < f,g > est un groupe libre a deux
générateurs.

Lemme 10.3. [l existe un sous groupe H # {id} de < f,g > tel que tout h € H est de
support contenu dans [0, 1]\ Fiz(f,g).

Démonstration : L’ensemble des élément de < f, g > a support dans [0, 1]\ Fiz(f, g)
est clairement un sous groupe. Il suffit de montrer qu’il n’est pas trivial.

Pour cela on constate que le commutateur fgf 'g~! n’est pas l'identité. Sinon f et
g commutent. Alors ou bien < f,g > est monogene, ou bien il contient un sous groupe
libre a deux générateurs et on a fini.

Le commutateur [f, g] est égal a I'identite au voisinage des points fixes communs xode f
et g, car f et g sont affine sur les intervalles |xzg —¢, 2] et [z, 2o +¢[. Donc ils commutent
aux voisinage de .

En consequence le support de fgf~'g™! est contenu dans [0, 1]\ Fiz(f, g), c’est a dire
qu’il appartient a H. O
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Pour tout h € H on note S(h) C {1,...,k} Pensemble des i tel que le support de h
rencontre I;, et s(h) le cardinal de S(h). Nous allons montrer:

Lemme 10.4. Pour tout h € H il existe ' € H tel que S(h') = S(h) mais il existe
i € S(h) tel que supp(h) N supp(h') N I; = .

Voyons comment conclure a partir de ce lemme. Le commutateur hy = hh/h='h'—1
vérifie S(hy) C S(h) \ {i} car h et b’ commutent sur [;. Donc s(hy) < s(h). Si s(hy) =0
alors hy =i c’est a dire que h et h' commutent. Mais le groupe engendré par h et h' n’est
pas monogene, car en restriction a [;; d’apres le lemme, c’est un groupe abélien libre a
deux générateurs. Donc < h, ' >= 7Z? et on a fini. Dans le cas contraire on recommence
avec hy au lieu et place de h. Ou plus simplement, on choisit h # id tel ques(h) soit le
plus petit possible.

Démonstration : Considerons i € S(h) et soit [x,y] C Int(l;) un segment tel que
supp(h) N I; C I;. On considere un élement ¢ €< f,g > tel que ¢(x) > y. Un tel
élément existe car f et g induisent deux homéomorphismes de I; sans point fixe commun.
Remarquons que ¢([z,y]) N [z,y] = 0. Notons b’ = phe~!. Alors supp(l') = p(supp(h)).

O
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11. CONTROLE DE DISTORSION: THEORI E DE DENJOY, LEMME DE KOPELL
11.1. Le lemme de Kopell.

Théoréme 16. Soit f: [0, +oo[— [0+o00[ un difféomorphisme de classe C", 2 < r < +00.
On suppose que 0 est le seul point fize de f. Soit g: [0, +o00[— [0, +oo[ un difféomorphisme
de classe C'. On suppose que g commute avec f.
Alors
Fiz(g) # {0} <= g = id.

Autrement dit I'action du centralisateur C(f) sur |0, +oo[ est libre.
La preuve de ce théoreme est I'ojet de cette section. Pour fixer les idées, et quitte a
remplacer f par f~! on supposera

f(z) <z, pour x # 0.

Remarque 29. Si xq est un point fize de g alors toute l'orbite de xo pour f (i.e. {f(z0)})
est composée de points fives de f. Remarquons que

Donc 0 n’est pas un point five isolé de g. Comme g est supposé de classe C' (au moins),
on obtient:

Dg(0) = 1.

11.1.1. Controle de la distorsion de D ", dans un domaine fondamental de f. Le princi-
pal ingrédient de la preuve de Kopell, qui est déja la clé du Théoreme de Denjoy, c’est le
controle de la distorsion des itérés f™ de f.

La distorsion de f entre deux points y et z c’est le rapport des différentiellles g;gz;
Quand n tends vers I'infini lea différentielle D f™ peut aussi bien tendre vers 0 que l'infini

ou osciler entre des constantes. Le rapport 7 fngyg n’est donc pas a priori borné. On

appelle controle de la distorsion, les réultat qui premettent de borner ce rapport, dans
des situation bien précises.
C’est en général un type d’argument typique des regularités C”, r > 1.

Théoréme 17. Soit x €]0,+o0[. Il existe C(x) > 1 tel que pour tout y,z € [f(z),z],
pour tout n > 0 on ait
1 _Df'(y)
< < C(x).
cw) = o) =

Démonstration : On écrit Df"(y) = g_l Df(f(y)). Les produits étant plus diffi-
ciles a controler que les sommes, on passe au log:

el

B Zlog Df(f'(y)) —log Df(f'(2))| < Z [log Df(f(y)~log Df(f'(2))].

Comme f est de classe C? et que Df # 0 (car f est un difféomorphisme), log D f est
de classe C". Notons c(x) = sup,c(o 1 |10g D f(y)|. Du théoréme des accroissements finis
on déduit:
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i|long(fi(y)) log Df(f'(2))] < c(x Z|f 2.

Mais y et z on été chosi dans le méme domaine fonamental [f(x),x] et la somme des
longueurs >, £([f(x), fi(z)]) est précisément x.
On en déduit

D Tl
og( D) < e Z\fl ] < aefa)

Soit finalement D
efxc(x) < f (y) < exc(x)'
Df(z)

O

11.1.2. Controle de la distorsion de g le long d’une orbite de f. Soit G un difféomorphisme
classe C! de [0, +00[, qui commute avec f. Alors on a

(DG)(f"(x)) - Df*(x) = D(G o f")(z) = D(f" o G)(z) = (Df")(G(x)) - DG(x).
On réécrit

DG(x) Df™(x)

(DG)(fr(z))  Dfr(G(x))
Le controle de la disorsion de DG entre les points y et f"(y) pour n arbitrairement
large, est donné donné par celui de la distorsion f™ entre les points y et G(y).

11.1.3. Majoration de la dérivée Dg* sur [f(zo), o). Fixons désormais zy un point fixe
de g. On considere G = g* pour k € Z arbitraire.

Alors pour tout y € [f(z9),z0 on a G(y) € [f(xg),xo]. D’aprés de Théoreme 17 on
obtient:

Pour tout k € Z, tout n > 0 et tout y € [f(zo), xo] on a :

1 Dg*(y)
S S C Zo)-
Cla) = D =
Faisons tendre n vers 400, y et k restant constant. Le point f"(y) tend vers 0. Comme
g est supposé étre de classe C', et donc ¢g* aussi, on a:
lim Dg"(f"(y)) = Dg(0)" =1.

n—-+00

On vient d’obtenir le lemme suivant

Lemme 11.1. Pour tout k € Z et tout y € [f(xg),xo] on a:

ﬁ < Dg*(y) < C(xo).

On conclut la preuve en remarquant:

Lemme 11.2. Soit g un difféomorphisme croissant d’un intervalle compact I (pour nous
ce sera [f(xo), w0]). S’il existe K tel que pour tout k et tout y € I, Dg*(y) < K, alors la
restriction de g a I est ['identité.
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Démonstration : Supposons que g # id et soit [a,b] 'adhérence d’'un composante
connexe de I\ Fixg. Supposons pour fixer les idée que g > id sur |a, b[. Pour tout € > 0
il existe k > 0 tel que g*(a +¢) > b — . Le théoréme des accroissement finis implique
quil exist y € [a,a + €] tel que Dg*(y) = 'H% Quand ¢ tend vers Ole quotient b’;j
tend vers +oo donc devient supérieur a K, ce qui conclut.

O

11.2. Difféomorphismes commutants de classe C? de [0, 1].

Corollaire 11.1. Soient f un difféomorphismes croissant de [0,1] . On suppose que f
est de classe C' . Alors, pour tout g € Dif f*([0,1]) qui commute avec f on a Fiz(f)\
Int(Fix(f) C Fix(g).

Démonstration : x un point fixe de f qui n’est pas dans l'interieur. On l’itere par
g: son orbite converge vers un poit fixe attracteur de g sur lequel on peut appliquer le
lemme de Kopell, a g. Donc f etain I'identite sur toute la composante, ce qui contredit
I’hypothese. O

Corollaire 11.2. Si f € Dif f?([0,1]) est tel que Fiz(f) est d’intérieur vide, alors Cy(f)
est abélien.

11.3. Action des groupes nilpotents sur [0, 1]. Etant donné un groupe, on note Gy =
|G, G| le sous groupe de G engendré par les commutateurs de G. C’est toujours un sous-
groupe distingué de GG. En effet le conjugué d’un produit de commutateur est le produit
du commutateur des conjugues.

On note G5 = [G, 4] le sous groupe engendré par les commutateurs dont 1 des deux
termes au moins appartient a G;. le sous-groupe est distingues dans G et dans G;.

Par récurrence on note G411 = [G;, G]. C’est un groupe distingué dans G et donc aussi
dans G;.

Un groupe G est dit nilpotent s’il existe i tel que G; = {e}.

Exemple 6. Le groupe de transformation affine de R? defini par f : (z,y) — (v + 1,y)
g:(z,y) = (z,y+z)eth:(r,y) — (z,y—1).
-1 —1
Alors h commute avec f et g mais fgf g~ : (z,y) > (2,9 — ) IR (x—1,y—2) %
(r=Ly—a+(@—1) (oy—1) = hiz,y).
Exercice 19. Montrez que le groupe engendré par f, g, h est nilpotent.

Théoreme 18. Si G est un groupe nilpotent alors pour tout p: G — Dif f([0, 1]) l’image
p(G) est abélienne.

Démonstration : On fait la preuve par récurrence sur la longueur de la suite de
nilpotence du groupe.

On considere le noyau de p. Alors G/p est aussi nilpotent et sa suite est de longueur
plus petite ou egale (si la suite est stritement plus courte, on a fini, par hypothese de
recurrence), et p induit un isomorphisme de G//p sur p(G). On peut donc supposer que p
est un isomorphisme.
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On considere le centre Z de GG. Pour chaque g € Z le groupe G fixe les points de
Fixg\ Intfizg. De plus, sur chanque compsante de 0,1 — Fizg les autres élements de G
sont ou bien l'identite, ou bien sans point fixe. Finalement, I'action de G sur ’adherence
d’un comosante du compémentaire de Fizg est abélienne, d’apres Kopell.

On considere I'adhérence de I'union de toute ses composantes pour tout g € Z. c’est
I’adérence des union des supports des elements de Z. Cette adhérence est invariante par
G et l'action de G sur cette adhérence est abélienne. Le complémentaire est l'intérieur
des points fixé par Z.

Prenons 'adhérence I une composante de IntfixZ. L’action G sur [ passe au quotient
en un groupe dont la suite est strictement plus petite. L’action y est donc abélienne par
hypothese de récurrence. O

Exemple d’action C° nilpotente:

12. DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE: THEORIE DE DENJOY

12.1. Contre-exemple de Denjoy. On appelle contre-exemple de Denjoy tout homéomorphisme
ou difftomorphisme du cercle, dont le nombre de rotation est irrationnel, et qui n’est pas
conjugué a une rotation.

12.1.1. Dynamique d’un contre-exemple de Denjoy. Soit f un homéomorphisme du cercle
et a € (R\ Q)/Z son nombre de rotation.

Lemme 12.1. Les propritétés suivantes sont équivalentes:

(1) f posséde une orbite qui est dense dans S*
(2) toute les orbites de f sont denses dans S*
(3) f est conjugué a la rotation R, par un homéomorphisme préservant l’orientation.

Démonstration : Il suffit de voir que, si I'orbite de = est dense, alors ’application
H, o est injective. O

Théoreme 19. Si f est un contre-exemeple de Denjoy alors il existe un ensemble de
Cantor C C S*, invariant par f, et pour tout v € S* w(z) = a(z) = C. En particulier, f
est minimal sur C.

Démonstration : On sait que f n’a aucune orbite dense. Soit x un point et C son
w—limite. Donc C est invariant par f. Le complementaire de C est une union d’intervalles
I;. Soit y un point de S'. Supposons que w(y) contienne un point z hors de C, et donc
i,z € I;. On en déduit qu’il existe n < m tel que f™(y) € I; et f™(y) € I;. ceci implque
fm(I) N1 # 0. Comme f laisse invariant S\ C, 'image d'un [; est exactement un Iy,
et donc f™"(I;) = I; ce qui implique que les extrmits de I; sont fixes pour f™ ™ c’est
a dire périodiques. Ceci contredit le fait que le nombre de rotation de f est irrationnel.
On a donc montré Vz,y, w(y) C w(x) et comme les roles de = et y sont symétriques
w(z) = w(y) =C. On en déduit que tout orbite de C est dense dans C: f est minimal sur

De la méme facon il existe C~ qui est l'a-limite de tout point de S*. Comme C est
compact et invariant, il contient l'a-limite de ses points ce qui implique C~ C C et
finalement C~ = C en renversant les roles.
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Il reste a montrer que C est un Cantor: il n’a pas de point isolé car, pour tout x € C,
r € w(r) mais n'est pas périodique, donc il existe une suite de point f*(z) convergeant
vers x et différent de . C’est un compact de S'. Finalement il est d’intérieur vide: si I
est un intervalle ouvert inclus dans C alors tout = de S\ C possede un itéré dans I, ce
qui contredit I'invariance de C.

Tout compact d’intérieur vide et sans point isolé de S' est un ensemble de Cantor. O

12.1.2. Construction d’un contre exemple.

Théoréme 20. Pour tout o € S, il existe un difféomorphisme f, de classe C', de
nombre de rotation a et qui n’est pas conjugué a la rotation R,.

12.1.3. Théoréme de Denjoy.

Théoréme 21. Si f est un C? difféomorphisme du cercle de nombre de rotation irra-
tionnel, alors f est conjugé a une rotation.

La preuve du théoreme est aussi intéressante que son énoncé, et introduit I'une des idée
matresse des systemes dynamiques de classe C?; le controle de la distorsion.

Définition 12.1. Soit f une application de classe C* de S' dans R et soit I un intervalle
de S'. On appelle distorsion de f sur I le nombre

f'(x)

Dist(f, I) = max{log( 7y

), x,y €I} >0

La distorsion est nulle si 'application est affine.
Soit f: ST — S' un difféomorphisme de classe C?. Je noterai C(f) = max,cgq

["(z)
[z

1" (@)
7o

0, en remarquant que est la dérivée de logof'.

Lemme 12.2. Supposons que f: S' — S' soit de classe C?. Soit I un intervalle de S*
et soit n > 0. On considére €, = ((f*(I)) et L, = S0 fi(I). Alors

Démonstration : On écrit (f7) (x) =[]0 f/(fi(z)).

Donc
loa((U52) = S0 loa (@) — 25 loa(/'(/(y)
= 25 (log(f'(f'(x)) — log(f'(F'(y))
< o C(f) -1l
O
Lemme 12.3. Pour tout L il existe n tel que pour tout I = [a,b] et tout n tel que

L,(I) < L, on ait la propriété suivante : soit J = [a — n(b — a),b+ n(b — a)], alors
L.(J) < 3L.
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Démonstration : On va montrer L;ja — n(b — a),a] < L;(I) pour n bien choisi.
Supposons qu’on 'ait montré pour ¢ — 1, on veut le montrer pour 7. Cependant Le contole
de distorsion nous dit que

Dist(f',[a —n(b—a),a]) < C(f)L

Remarquons
£(f (la—n(b—a),a]) D(f%)(x) fla—n(b—a,q]
w0 < swplpem,), 2,0 € lo = nb—a), B} ==
S eDZSt(f 7[0‘_77(b_a)7b])77
< ¢y

par 'hypothese de récurrence.
On en déduit que

((f(la—n(b—a),a] < "Dt L(F1(I)).

1l suffit d’avoir choisi < e"“()2E et I'on a £(f'la — n(b — a) < £(f'(I) ce qui permet
de voir L;[a —n(b—a),a] < L;(I). O

Nous pouvons a présent montrer le théoreme de Denjoy:

Démonstration : Soit C le "minimal execptionnel de f, c’est a dire I'ensemble de
Cantor invariant sur lequel la dynamique est minimal et que est I'omega-limite de tout
point du cercle.

On considere une composante connexe I de S'\ C de longueur maximale; ceci est
possible parce que la somme de toutes les longueurs de ces composantes est majorée par
la longueur totale du cercle. Pour tout J il existe donc un nombre fini de ces composante
qui soient de longueur supérieur a ¢(.J), ce qui permet de choisir I'un des plus grand.

D’autre part, tous les itérés de [ sont disjoints. Comme précédemment, ceci implique:

> u(fin) < (s

€L

D’apres le lemme, il existe un intervalle J contenant I dans son intérieur et tel que

D UFT) < 30(SY)
1€EZ
et donc la distorsion de f* pour 4 arbitraire est (uniformément) majorée par 3.C(f).£(S')
sur cet intervalle.
Cependant, les extrémités de I sont dans l'intérieur de J, et appartiennent a C, par
définition. Ces points sont donc récurrents:

Lemme 12.4. [ eziste une infinité de n > 0 tel que f~n(I) C J.

Pout n assez grand la longueur de f~"(I) tend vers 0, donc il exste des poins de f~"(I)
ou la dérivée est arbitrairement grande (plus que !¢ JISY) | par exemple. Cependant
(f™(I)) < 4(I), par choix de I et contient donc au moins un point de dérivée inférieure
a 1. Ces deux points sont dans .J ce qui contredit le controle de la distorsion.

O
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